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§6.6. Distributia canonica

Sa consideram un sistem care poate face schimb de energie (atat sub forma de caldura, cat si
sub forma de lucru mecanic, deci: AW # 0), dar nu poate face schimb de particule (AN = 0) cu
mediul inconjurator (v. fig. 6.11).

Fig. 6.11

Pentru a deduce expresia densitatii probabilitatii corespunzand distributiei canonice, vom
porni de la modelul fizic utilizat (considerat) pentru deducerea semnificatiei statistice a temperaturii
si entropiei termodinamice, modificat in sensul ca peretele despartind cele 2 compartimente devine
permeabil pentru schimburile tuturor formelor de energie (atat sub forma de caldura, cat si de lucru
mecanic). In conformitate cu rezultatul obtinut in studiul semnificatiei statistice a entropiei,
probabilitatea ca punctul reprezentativ al unei microstari 6, a sistemului studiat 1 (W, <<W,, W) sa
apartind elementului de volum dV; al spatiului fazelor corespunzator este:

dP(Gl edV1)=LaQ—2-dVl .
K om;y
ow
Luand in consideratie prima expresie obtinutd pentru semnificatia statisticd a entropiei

S oQ : .
termodinamice: S =kp -In W + constanta, precum si faptul cd ansamblul (1 + 2) este perfect izolat

N : . oQ 5 .
(inchis), deci: W = W+ W, = constanta, iar: W = constantd, se obtine:

dP dv; SH (W
OLed)_ ey S200)
dVy can kp
Deoarece S, corespunde celui de al doilea compartiment (“termostatul”), pentru care energia
este: Wo=W— W, unde W, << W, se poate dezvolta in serie functia S;(W - W), neglijand termenii

de gradul 2 sau mai inalt. Se obtine: S, (W —W; ) =So(W)+ 68_51/ (-m) .

1 .
Avand in vedere faptul ca: j—; = T iar S»(W, N) = constanta, se gaseste ca:

o 1 exp 4
can Z kgT |’
unde Z este o constantd, numitd infegrala starilor (a distributiei canonice). Evident, indicele 1 (util
in cursul deducerii) poate fi eliminat in final, deci:

1 w 1 H(x,a)
%) =—exp|——— |=—exp| ———— | .
can Z kpT | Z kgT

Pornind de la conditia de normare a densitatii probabilitatii distributiei (repartitiei) canonice:

1 H(x,a)
I v can Z I P kT }
X phases D phases

se obtine expresia “integralei starilor a distributiei canonice”:

-dV
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Z= j exp[— H:;a)]dV ,

©r

unde o, reprezintd intreg spatiul fazelor al sistemului studiat.

Pentru a deduce conditia de realizare a echilibrului termodinamic al sistemelor fizice
semideschise (care pot schimba energie, dar nu si particule cu exteriorul), deducem mai intai
probabilitatea ca un asemenea sistem sa posede o energie cuprinsa intre Wsi W + dW:

1 H 1
AP W<H<W+dW)=— | exp{—M]dV:—exp(—K) [av
can W<H<W+dW kT z K1) w<piswvaw
Avand in vedere faptul ca volumul hipercoroanei cuprinse intre hipersuprafetele H(x,a) = W

. Q
si H(x,a) = W+dW este egal cu S—WdW =C -a’W-exp%, unde C este o constantd, se constatd ca

densitatea energetica a probabilitatii corespunzand distributiei canonice este:
dP.,, (W <H W +dW -T-
Dy (W)= can ( >=A.exp(_wj=/1.exp(_£j ,

dw kT

unde F = H(x, a)—T.S este energia libera.
In conformitate cu cea de a doua ipoteza fundamentala a fizicii statistice clasice, echilibrul
termodinamic corespunde valorii maxime a densitatii energetice a probabilitdtii @ g, (W), deci —

pentru sistemele fizice semideschise — echilibrul termodinamic corespunde valorii minime a
. F .. . . L - .
raportului T respectiv — in conditiile uzuale in care termostatul 2 asigurd o temperaturd practic

constantd — valorii minime a energiei libere: F = H(x,a)—T.S .

§6.7. Aplicatii ale distributiei canonice

a) Teoremele echipartitiei energiei si virialului

Se considerd — spre exemplu — un sistem de particule (in particular, de molecule, atomi sau
ioni) care au energie cineticd de translatie si de rotatie, precum i o anumitd energie potentiala —
datorata, spre exemplu, anumitor interactiuni de tip “elastic”, echivalente cu cele produse de
resorturi elastice de constante k, (fig. 6.12).

m Ky m ko m

m

Fig. 6.12

Functia lui Hamilton a acestui sistem va fi:
3V 2 (A3)N [2 3N ko>
H = Zp_z n Z J o Z n4n
Valorile medii ale energiei cinetice corespunzand gradului de libertate de translatie i,
respectiv gradului de libertate de rotatie j , sunt:

p\_t) o\ [ em\ [\ 1) L\ 1/
! ’ 21;

i Iz
2 I; 2 oL ;

2pl op

2m 2

i

iar valoarea medie a energiei potentiale corespunzand gradului de libertate # este:
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k,g2\ 1 1 oH
Zndn N\ _ "ok —— bl
) 2<qn ndn) A

Deoarece coordonata de pozitie ¢, , impulsul de translatie p; si impulsul de rotatie
(momentul cinetic) L; sunt coordonate diferite x; ale spatiului fazelor, deducerile teoremelor
echipartitiei energiei (pe grade de libertate), respectiv a virialului, trebuie sa inceapa cu calculul

axl'

Folosind expresia distributiei canonice, se obtine:

oH oH H 1 H &
<xl- 8x> OOI xl-gigo -dV = I .[ —EX(—k—Tj};[ldxj, unde:

phases

)T Tl e

(J#i)

valorii medii statistice <xl~ —> , unde x; este o coordonat oarecare a spatiului fazelor.

d, {— exp(— k_T } fiind diferentiala in raport cu coordonata x; , in timp ce / este numarul total
1

de grade de libertate al sistemului studiat. Deoarece:

— o0

T H H H

J. x;d, | — eXp(— k_Tﬂ = —X; exp(— k_Tj‘ j exp(— k—)dx ,
B o0

—0o0

unde primul termen este nul deoarece exp(— k_T) tinde mai repede spre zero (pentru x; — +o0)

decat creste x;, reiese ca:

T e et ol e

—00
(Jil)
In conformitate cu conditia de normare a densitatii de probabilitate corespunzand repartitiei
T H oH
canonice: J. J —CXp| —— de =1, deci se gaseste ca: (x; — )= kT, pentru toate
—00 — ]
coordonatele spa‘glulul fazelor.
Pentru x; = p; , respectiv pentru x; = L; , se obtine:
1/ em\ [p2\ r . 1/ em\ [\ r
—(pi—)=({—)=—, respectivement: — Lj— =({—)=—,
deci teorema echipartitiei energiei pe grade de libertate (de translatie,sau de rotatie). Pentru x; = g,,

2
se gaseste ca: l o ={k, dn | _ KT ,
aq,, 2 2

rezultat numit teorema virialului.
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Pornind de la teoremele echipartitiei energiei si virialului, se poate obtine — pentru o retea
cristalind avand noduri (atomi sau ioni) care pot avea doar miscari de translatie — urmatoarea
expresie a energiei interne:

3kT  3kT
+

Usolide = N<3<Ecinet./deg r.lib.> + 3<Epot/deg r.lib.>): N( 5 5 ] =Vv:N,-3kT =3wRT .

Avand in vedere faptul ca volumul unui solid este practic constant, se obtine pentru caldura
specificd a unui solid expresia:
1 d0 1 dU+pdV 1 dU 3R 3R

m dT  m dT m dT  m Y7

Ultima relatie dedusa este atat de exact verificatd experimental incat ... ea a fost obtinuta
mai intdi pe cale experimentald, fiind cunoscutd sub numele de legea emipirica a lui Dulong si
Petit.

Cs =

b) Distributia Maxwell a moleculelor in raport cu componentele, respectiv cu modulul
vitezei lor

(i) Distributii in raport cu componentele vitezei

Fie dP(v,, vy+dv,) probabilitatea corespunzand valorilor cuprinse intre v, si v, + dv, ale
componentei u, a vitezei unei molecule. Deoarece molecula consideratd poate schimba (prin
ciocniri) energie (cineticd), dar nu si particule, distributia moleculelor in raport cu vitezele lor va fi
un caz particular al distributiei canonice:

2

1 mvy
dP\v,. v, ,v, |=—ex dv, .
(" Y Z) Z, p{ 2ij .

0 2
Pornind de la conditia de normare: i _[ exp| — M -dvy =1, se obtine:
Z, 2kT

o0 o0 2
J- mVx dvx:1/%l je_X dX , unde: X =v, L
e 2kT m 2kT

«© 2 2
Fie: I= j X dx = Ie_Y dY , unde X si Y sunt coordonatele corespunzand axelor
—00 —00

ortogonale OX si OY. Se gaseste ca:

( ) o 21 2
j j X242 xay - [ [e" -rar-as,
—00—00 r=06=0
deoarece expresia elementului de suprafatd in coordonate polare plane este (v. figura 6.13):
dA=rd0-dr.
fy

dy
rd
dA &
de <
o
O o X
Fig. 6.13
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0
2w 0 2 2 2
Se obtine: 2 = [ao-fe d[%J:ﬂ-e_r =7 , deci expresia integralei fazelor devine:
0 0

0

Z, = 1/ 2T , reiesind ca densitatea de probabilitate ¢ " (v,) a distributiei Maxwell a moleculelor
m

in raport cu componenta v, a vitezei lor este data de expresia:

B dP(vx,vx + dvx) | m B mv)%
P )= av.  \omr VT |

In mod asemanitor, probabilititile corespunzand valorilor cuprinse intre vy, v, +dv]si—
respectiv — situate In intervalul [v; , v, + dv.], ale componentelor u,, si u, vor fi date de expresiile:

dP(v v, +dv ) mv2

y>Vy Y m y o
vy, |= = exp| — , respectiv:
p(y) dv,, 2nkT p{ 2kT P

B dP(vZ,vZ + de) | om B va2
P (v2)= dv, Vomr TP T2 |

Deoarece evenimentele u, [v,,vy + dvy], Uy € [vy vy + dvyJ, si respectiv: u, €[v,,v, +dv, ]

sunt independente intre ele, probabilitatea corespunzand “intersectiei” acestor evenimente este:
Ve Suy SV +dvy

dP| vy, Suy Svy, +dv) | = dP(vy,vy +dvy)- dP(vy,vy + dvy)-dP(vZ,vZ +dv,)=

v, Suy, <v, +dv,
m 3/2 va
=|— -exp| ——— |- dvydv,dv, .
(m:r) Pl "ok |y

(ii) Distributia lui Maxwell in raport cu modulul vitezei

Sa consideram in continuare spatiul fictiv al componentelor v,, v, si v. ale vitezei unei
molecule. Locul geometric al starilor cinemative corespunzand aceleiasi valori ¥ a modulului
vitezei moleculare va fi o sferd de razd u (in spatiul {vx,vy,vz}), in timp ce locul geometric al

punctelor reprezentative corespunzand starilor cinematice pentru care modulul u al vitezei unei

molecule este cuprins intre v si v+dv este dat de coroana sferica cuprinsa intre sferele de raze v si
vtdv (v. figura 6.14).

Fig. 6.14

Se gaseste cd probabilitatea dP(v, v+dv) corespunzand valorilor cuprinse intre v si v+dv ale
modulului vitezei unei molecule este:

m 3/2 mv2 m 3/2 mv2
dP(v,v+dv)= — cexp| ——— |dvy,dv,dv, =| —— cexp| ——— dv,dv.,dv, ,
( ) J (2;sz) Y e (2;sz) P " r Jdvadvy v

v<u<v+dy vu<v+dy
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unde ultima integrald este egald cu volumul dV = 4m*dv al coroanei subtiri cuprinse intre sferele
deraze v si vtdv.
In final, se constata ca densitatea distributiei Maxwell a moleculelor in raport cu modulul vitezelor

3/2 2
dP(v,v+ dv) m 2 mv
lor este: =0 T A —— v2expl — | .
2 m) 0 7[(2 T) veexp -~

(iii)  Principalele viteze caracteristice ale moleculelor unui gaz
Reprezentarea grafica a dependentei densitatii distributiei Maxwell a moleculelor in raport
cu vitezele lor este prezentatd in figura 6.15.

M (V)

~

ppr_

Fig. 6.15

Deducerea expresiei celei mai probabile viteze v, a moleculelor porneste de la conditia:
0 v
9,
ov

Vemp

=0.

2
my my
Se obtine: 4 vy, exp - -(2—vcmp -%]=0 [unde: A=4r{ ~

2kT 2nkT
2kT 2RT
chp = 7 = 7 .

O alta viteza caracteristica foarte importanta este viteza medie a moleculelor:

m 3/2 o mv2 m 3/2 kT 2 o® Y
_ dv=14 y—dn| | 2 x.eXax |
IV 9 3 = ”(w«rj IV P kr (uﬂ] (m] I

2
unde: X =22 (si: dX =22 .vav).
2kT kT

3/2
j ] si in final:

o0 o0 0
Deoarece: J'X-e_Xdij.X‘d(— _X):—X-e_ ‘ +Ie Xax=-e X‘ =1, se obtine in
0
0 0

o 24T 172 kT _ [SRT
final: V=

Pornind de la teorema echipartl‘glel energiei pe grade de hbertate, se obtine:

2
my? mv)% mysy, mvg _ 3kT

+ =
2 2 2 2 2

b

de unde reiese ca viteza (termicd) patraticd medie este datd de expresia:
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In final se constata ca valorile rapoartelor vitezelor caracteristice moleculare nu depind nici
de temperatura si nici de natura gazului, 1n particular ca:

Ve _ ¥V <v2> _

RPN

(iv)  Experienta lui Stern (verificarea experimentald a distributiei lui Maxwell)

Fenomenul fizic esential pentru experienta lui Stern constd in faptul cd evaporarea unei
substante oarecari incepe la temperaturi mai joase decat temperatura de topire a respectivei
substante.

Dispozitivul experimental al acestei experiente este format de doi cilindri sudati rigid intre
ei; un filament de argint 4 este intins in lungul axei comune a celor doi cilindri (fig. 6.16a). In
lungul unei generatoare a cilindrului interior este practicata o fantd ingusta F. Daca spatiul interior
al instalatiei este vidat (adus la presiuni de ordinul “vidului tehnic”), atomii de argint emisi de
filamentul (subtire) 4 [incalzit la o temperatura apropiatd (dar ceva mai joasd) decat temperatura de
topire a argintului: 7;,4,~=1230K], care trec prin fanta /' se vor deplasa in linie dreaptd. Daca
dispozitivul este fix, atomii emisi de filamentul 4 se vor depune pe cilindrul exterior in punctul 7 —
imagine geometrica a fantei F' (fig. 6.16b).

BN

l
|
| 1
| </
Sl S
K’.F_j‘»‘ 4
a) A b)

Fig. 6.16

Daca cilindrii sudati efectueazd o miscare de rotatie cu o aceeasi vitezd unghiulard w,
atomii de argint care au trecut prin fanta F' vor prezenta de asemenea o migcare in linie dreapta, dar
— datorita rotatiei cilindrilor — punctele P ale “céaderii” lor pe cilindrul exterior vor fi situate la
diferite distante s de punctul I, corespunzind vitezei v a acestor atomi. In fapt, dacd razele

e g . o . n e R- .
cilindrilor sunt » §i R, durata tranzitului anumitor atomi intre cilindri va fi: ¢ = , unghiul de

. e . A - - r ~ < 1
rotatie a cilindrului exterior in aceastd durata va fi: a=0f=0 , constatand ca distanta s

v
coR(R r)
v
Datoritd distributiei Maxwell a atomilor de argint in raport cu vitezele lor, depunerea de
argint n lungul cilindrului exterior va fi neuniforma. Stratul metalic de argint depus pe cilindrul
exterior poate fi detagat de acest cilidru, decupat in benzi inguste corespunzéand distantelor cuprinse
intre s si s+As (JAs|<<s). Daca masa Intregii depuneri este m, iar masa benzii (s, s+As) este

poate fi exprimata prin relatia: s=0R =

) . N . Am(s, s+ As
Am(s, s+As), densitatea de probabilitate in raport cu distanta s va fi:  p(s) = % .
Deoarece probabilitatea corespunzand vitezelor cuprinse intre v si v+Av este egald cu
. < . . . R- .
probabilitatea corespunzatoare distantelor cuprinse intre s = ORR=T) si s +As (unde:
v
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As = (DR(R2 r) Av), se obtine: g (V)|Av| = dP(v, v+Av) = dP(s, s+As) = g (s)|As|.
v
In final, se gaseste ci: @(v) = (s)- ;ﬁ‘ = go(s)-%z_r) , de unde apare posibilitatea de a
v %

verifica experimental distributia (teoretica a lui Maxwell) a moleculelor in raport cu vitezele lor.

Probleme

5. Deduceti expresia densitatii de saturatie a curentului termoelectronic emis de un solid.
Temperatura termodinamica a suprafetei emitatoare este 7, iar energia necesard pentru extractia
unui electron “liber” din solid este £,, .

Rezolvare: Fie n - numarul total de electroni liberi din unitatea de volum a solidului si Ox —
directia normalei pe suprafata emitatoare (fig. 6.17).

Nl

Suprafata
emititoare
SOLID Qo—T—®x

Fig. 6.17

Pentru ca un electron “liber” din solid sd poatd parasi solidul, energia cinetica orientata a

. R .om . 2 <
acestui electron trebuie sd satisfacd conditia: 5 v% > Egy, decii  vy2.—E, . Numarul
m

electronilor liberi avand componenta u, cuprinsa intre v, si vi+dv, fiind: dn(vi+dvy) = n.dP(vit+dvy),

[ m my I . .
de unde: dn(v,,v, +dvy)=n kT exp| — k; dv, , contributia acestor electroni la densitatea
T

de saturatie a curentului termoelectronic va fi: djy(vit+dvy) = e.v..dn(v,+dv,), unde e este sarcina
electrica elementara (egala cu modulul sarcinii electronului).
Deoarece vitezele uzuale ale electronilor sunt considerabil mai mici decat viteza luminii (in

) c .
vid) ¢, avem: — >>1, deci:

Vx
2
C
je= | e-dn(vy,vy+dvy) en1/2 a Vy €Xp —% Vy -
\2Eg:/m & 2 ex/m

Daca: X = kx avem:
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In final, daci: en =(C este o constantd fizicd depinzand de natura solidului (prin

2nm
intermediul numarului n» de electroni liberi din unitatea de volum si al masei efective m a
electronilor liberi ai solidului considerat), dependenta in raport cu temperatura suprafetei emitatoare
a densitatii de saturatie a curentului termoelectronic va fi:

. 1/2 Eox
H=C-T -exp| — .
Js(T) Xp( ij

6. Pornind de la distributia Maxwell a moleculelor unui gaz in raport cu vitezele lor, deduceti
expresia celei mai probabile valori a energiei cinetice de translatie a unei molecule.

Rezolvare: Daca E,. = %vz si dE.= mv.dv , probabilitatile corespunzand valorilor cuprinse

intre E. si E.+dE. ale energiei cinetice (de translatie) a unei molecule, respectiv valorilor cuprinse
intre v si v+dv ale modulelor vitezelor moleculare, trebuie sa fie egale:
9 (E.).dE. = dP(E., E.+dE.) = dP(v, v+dv) = p(v).dv .

3/2 2
2 my

-v .eXp _——

j 2kT

41{
dv B SO(V) B 2nkT
dE. m-v m-v

R 5 . __ 2 1/2 Ec
Deoarece: v=,—FE,. , se gaseste ca: go(Ec)——-Ec exp| ———|. Pentru a

deduce expresia celei mai probabile valori a energiei cinetice de translatie a unei molecule, se
impune conditia de maxim a densitatii energetice (in raport cu energia cinetica de translatie) a

ey P(E _ E

probabilitatii: 0= (%] I E;V? [% _ k_;j ,
¢ JEeemy [ NAGT)?

de unde se obtine ca: E.pp = 2kT .

Se constatd ca — deoarece distributiile mleculelor in raport cu energia cineticd de translatie,
respectiv in raport cu vitezele lor — sunt (totusi) diferite — avem:
m o _m. 2kT

pp — ) -

Se obtine:  p(E, )= p(v)

c,cmp

kT .
m

7. Se stie ca hidrogenul poseda 3 izotopi: 'H (prothiu), ’H = D (deuteriu) si “H (trithiu),
abundenta naturala relativa (in raport cu prothiul) a deuteriului fiind: a, = 1,56‘10_4. O metoda

elementara de imbogdtire a continutului in deuteriu constd in decantari repetate ale coloanelor de
hidrogen molecular ajunse la echilibru. Deduceti expresiile: a) abundentei relative in deuteriu a;
corespunzand jumatatii inferioare a unei coloane de inaltime 2H; b) abundentei relative a, obtinute
in jumatatea inferioard, dupa inlocuirea jumaétatii superioare a unei coloane cu continutul jumatatii
inferioare a unei alte coloane; c¢) numadrului N de decantéri necesare pentru a creste abundenta
relativa in deuteriu pana la valoarea ay = 0.90 (vezi fig. 6.18).

2H

>l Hy+ D,
Hf ——-—- S~ F-——-
HZ ’DZ ~

~
~

7777777777777 77/ /7SSy
Fig. 6.18
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Rezolvare: a) Pornind de la expresia distributiei canonice, se poate deduce distributia (Boltzmann)
a moleculelor in raport cu “altitudinea” lor z:

o2) =~ exp(— ”’gzj .

VA kT
2H
Conditia de normare a densitatii de probabilitate @ (z): [(z)dz =1 ne conduce la expresia
0

integralei fazelor corespunzatoare:
2H omoH
Z=| exp(—@sz=k—T l—exp[— s j .
kT mg kT

Probabilitatea ca o molecula de masa m sa fie situatd in jumatatea inferioard a coloanei
considerate este:

1 exp( mgHj
H H - -
p(0,H) = | p(z)dz = L ) exp(— %jdz = M) _ L _
0 Z kT 2mgH mgH
l—exp| ———— | l4+exp| ———
kT kT

Pentru valorile numerice indicate si pentru molecula de prothiu (H,), modulul argumentului
ultimei exponentiale are valoarea (aproximativa):
o mgH ugH 20-9,80-20
kT RT 8310-300
Deoarece: u(D;) = 2 w(H;), abundenta relativd a deuteriului in jumatatea inferioara a
coloanei considerate va fi:

=1,57x107%  (<<1) .

1+exp| — mgH 1_M
kT kT mgH
ay =a, ~d, ra,| 1+ .
2mgH 2mgH kT
l+exp| ———=— l-————
kT kT

b) Dupa inlocuirea jumatitii superioare a unei coloane prin continutul jumatatii inferioare a
unei alte coloane, abundenta relativa in deuteriu (in jumatatea inferioard a coloanei astfel formate)

2
H H
va fi (la echilibru): ar = aj 1+ 78 ra, 1+ 28
kT kT
mgH Y
c) Dupa N decantari: ay =a, (1 + & j , de unde se gaseste ca:
a, kT | an

N = In

ln(l N mgHJ mgH  a,

Efectuand calculele numerice, se obtine:
1 0,9
N = In

~ 5,5% 104 decantari necesare.
1,57x107%  1,56x1074

§6.8. Distributia macrocanonica

Sa consideram un sistem fizic “total deschis”, care poate efectua atat schimburi de energie
(AW#0), cat si de particule (AN#0) cu mediul inconjurdtor. Pentru a deduce expresia densitétii de
probabilitate corespunzand distributiei macrocanonice, va trebui sd folosim un model fizic
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asemanator celui utilizat pentru studiul distributiei canonice, insd modificat astfel ca peretele
despartind cele 2 compartimente sa permita si schimbul de particule (fig. 6.19). Probabilitatea ca
punctul reprezentativ al microstarii o; a sistemului studiat (1) sa fie situat in elementul de volum 4V,
al spatiului fazelor corespunzator este datd de expresia dedusa in cadrul studiului semnificatiei
statistice a entropiei termodinamice:

1 0Qy
dPlc1 edVy)=— —=-dV7 .
( 1 1) 8£ aWz 1
ow
A
Fig. 6.19

Folosind prima expresie obtinutd pentru semnificatia statistica a entropiei termodinamice:
oQ -
S =kp In— + constanta ,
ow

precum si faptul cd ansamblul format de sistemul studiat (1) si termostat (2) fiind perfect izolat:
dP dVv, S
_dPoredn) . 52

Mcan dr kp

Deoarece entropia S, corespunde celui de al doilea compartiment (termostatul) pentru care
energia este: W, = W — W, , iar numarul de particule este: N, = N — Nj, se poate dezvolta in serie
functia S;(W - W1, N — Ni), neglijand termenii de gradul 2 (sau mai inalt) in W, si N;, datorita
inegalitatilor: W) << W si N; << N. Se obtine:

—— =constantd, seobtineca:
ow

oS oS
SoW-Wi,N-N{)=S>»(W,N)+—(-W1 )+— (- Ny ) .
2( 1 1)=S2( )aW( 1) aN( 1)
Avand in vedere ca: dS:d—deW-Fp'dV_“.dN,de unde: a_S:l Sl a—SZ—E, iar
T ow T ON T
— pe de alta parte ca So(W, N) = constantd, se gaseste ca:

Wi —
® = eXp| — ! “Nl s
Mcan Z ), kT
unde Zj este o constantd, numitd integrala starilor (functia de partitie) a distributiei
macrocanonice. Desigur, indicele 1 - care a fost util in cursul deducerii - poate fi eliminat acum,

H(x,a)-p-N
kT '
Deoarece numarul de particule al sistemului este variabil, iar integralele pe spatiul fazelor nu

modifica numarul de particule, reiese ca semnificatia — pentru sisteme total deschise — a urmatoarei
integrale este:

1
deci: =——exp| —
© Mcan Zy, p(

1 H(x,a)—puN
dV =—— ——————1|-dV =p(N) ,
J sOMcan Zy e kT } p(N)

P phases D phases

unde p(N) reprezinta probabilitatea ca sistemul sd aiba N particule.

Conditia de normare a densitatii de probabilitate a distributiei macrocanonice va fi:
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_H(x,a)—p-N

o0 1 o0
> p(N)=—3% [ exp T

N=0 ZM N=0o

Se constata cd expresia functiei de partitie (integralei starilor) a distributiei macrocanonice

]del .

phases

este:

0] — .
Zyy=3Y | exp[——H(x’a) H N]dV.
N=0 « kT

phases

Pentru a deduce conditia de realizare a echilibrului termodinamic al sistemelor total

deschise, se poate deduce mai intdi probabilitatea corespunzdtoare energiilor cuprinse intre W si
W+dW pentru asemenea sisteme (corespunzand distributiei macrocanonice):

APygean W < H < W +dW) = —— | exp(— %} dV =
M w<H<wiaw
1 W—-u-N
L YY) g
Zm kT Jw<pi<wvaw
Avand in vedere cd volumul hipercoroanei cuprinse intre suprafetele H(x,a)=W si

Q
Hx,a)=W+dW este egal cu S—WszC-dW-exp%, unde C este o constantd, se gaseste ca

densitatea energetica a probabilitatii corespunzand distributiei macrocanonice este:

D oy V) = APytean W ZVII-/I <SW+dW) _ A.exp(_ W—T.kST_ﬂ.N]z A.exp[_gz_;j’
unde Qp = H(x,a)—T-S—u-N este energia liberd generalizata.
In conformitate cu cea de a doua ipoteza fundamentali a fizicii statistice clasice, echilibrul
termodinamic corespunde valorii maxime a densitatii energetice @(/) a probabilitatii, deci — in
cazul sistemelor complet deschise — echilibrul termodinamic corespunde valorii minime a raportului

TF , respectiv — deoarece termostatul 2 asigura o temperatura 7 practic constanta — valorii minime

a energiei libere generalizate:
Qp =H(x,a)-T-S—u-N.

§6.9. Applicatii ale distributiei macrocanonice
Teoria cuasitermodinamica a fluctuatiilor

Fie W, si N, (>> 1) valorile energiei si numarului de particule intr-o anumita stare de
echilibru a unui sistem fizic (macroscopic) total deschis. Sd consideram o stare de fluctuatie,
caracterizatd de valorile W,+AW si N,+4N ale energiei si numdrului de particule al sistemului.
Teoria cuasitermodinamica a fluctuatiilor se refera la stari de fluctuatie foarte apropiate de anumite
stari de echilibru termodinamic, pentru care avem (in consecinta):

(AW << W, si: |AN] <<N,.

Pentru a deduce ordinele de mérime ale fluctuatiilor patratice medii, trebuie sa plecam de la
expresia densitdtii energetice de probabilitate corespunzatoare:

Wy +AW —T-SW, +AW,N, +AN)-u(N, +AN)}

kT
Functia S (We +AW,N, +AN ) poate fi dezvoltatd in serie, neglijand — pentru |[AW] <<
W, si |AN| << N, — termenii de gradul 3 (sau mai inalt) iIn AW sau (si) in AN . Se obtine:

D@ ppean Wo + AW, N, +AN) = A4- exp{—
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2 2 2 2
S, + AW, N, +AN) = S, N, )+ Ay + 05 o 275 (AW)7 | 075 (AN)
oW aN a2 2 oy2 2
Pornind de la relatiile: o5 _1 si: o5 __ K , se gaseste ci:
ow T oN T
@Z_S{L[LH __L(de
aWZ daw\T a;,N=const. T2 aw
i #_S_{i(_gﬂ ) (de
on? LN\ T) wconst. dN ) g

Daca parametrii externi ¢; raman constanti, prlmul principiu al Termodinamicii devine: dW
=dQ + udN = CdT + u.dN , unde C este capacitatea calorica a sistemului studiat. Se constata ca:

(de 1 (de 0 .
— ==, — =—=— , deci:
AW )g. N C dN ), w C

s 1 g s P
ow?  cr? oN?  cr?
Introducand expresia (corespunzand unei mici fluctuatii, a) entropiei termodinamice
S (We +AW,N, +AN ) in expresia densitatii energetice a probabilitatii, se obtine:

We_T'S(We’Ne)_HNe %
kT

D ppean We + AW, N, +AN) = A4- exp{—

coxp| ~AP)7 _pZan)? @am? p?@an)?
2CkT?  2CKkT? 2CkT?  2CKkT?

Comparand aceastd expresie cu cea corespunzand unei distributii normale bidimensionale'
se constata ca distributia valorilor energiei si numarului de particule este normala (bidimensionald)

cu fluctuatiile patratice medii: s(W) =+ CkT? , respectiv: s(N) = V CkT? |
1)

] = O Mean (Wea Ne)' exp[—

YO distributie N-dimensionald ,in raport cu parametrii de univocitate Uy, Us, ... Un este numitd
normald dacd prezinta: a) un singur maxim, corespunzand celor mai probabile valori Uicmp, Uzemp,

.. Unemp ale parametrilor de univocitate, b) o simetrie totald in raport cu cele mai probabile valori,
densitatea de probabilitate a distributiei normale satisfacand egalitatea:

o (Uipp ~AUL.Unpp -AU N )=

U +AU, U +AU»,..U +AU ent
norm (IPP 1-%2pp 25U Npp N)P

norm
ru orice variatie AU; a parametrului de univocitate U; (i = 1, 2, ... N), c¢) independenta cauzelor

care produc deviatiile valorilor parametrului U;: (i) pornind de la Uj .y, pana la Ujem, + AU; , (i1)
pornind de la Uj ¢y + 4U; péand la Ui epp + 24U; , s.a.m.d.
Se demonstreaza [16] ca densitatea de probabilitate a distributiei normale N-dimensionale

_ . 1 . T8
este datd de expresia: N =——Xp| ——————— | »
norm., /(Zn)N‘det F‘ 2

unde € este vectorul coloana al erorilor & (=U; — Ujpp), gl este transpusul (vectorul “linie”)
vectorului g, T este matricea covariantelor (elementele sale sunt egale cu mediile statistice:

Iy = <8,~ "€ >) iar detT este valoarea determinantului matricii T . Pentru N= 2,U=X 5siUp=

Y, expresia densitatii de probabilitate a distributiei normale devine:
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Nu exista o expresie generald (pentru substante fizice de naturd diferitd) a capacitatii
calorice. In situatiile extreme (si opuse) ale gazelor perfecte, respectiv solidelor, ecuatiile calorice

l . . . .. iy .
de stare sunt: U,,, =—VRT , respectiv: U, =3vRT ; se constata ca expresiile capacitatilor calorice
gp 2 h) 5
(la. volum constant) corespunzand gazelor perfecte, respectiv  solidelor, sunt:
i i i . . A <
Cop = 5 VR = 5 VN 4k = 5 Nk si: Cy =3vR =3Nk , deci — In general (pentru o substantd oarecare)

— capacitatea calorica C este de ordinul de marime al N.k (C ~ N.k), iar energia internd este de
ordinul de marime al C.T (W~ C.7).
Reiese cd ordinul de mérime al fluctuatiei patratice medii relative a energiei este:

s) NCkT? :\/ENL
c JN

w C-T
In ceeace priveste fluctuatiile numarului de particule, am constatat deja (in cadrul deducerii
legii lui Dulong si Petit) prezenta unor contributii egale (pentru solide) ale energiei cinetice de
translatie (oscilatie) ale nodurilor retelei cristaline §i — respectiv — energiei potentiale (de

. . C-T .
interactiune): C¢T =p N . Rezulta ca - in general: p < YRR deci:

S(N) _ Jerr2 . Jerr2 1

N WwN o C-T JN
Pentru esantioane solide de ordinul 10? m (sau mai mari), masa este de ordinul unei zecimi
de mol (sau mai mari), deci numarul de particule este de ordinul 10** (sau mai mare) molecule (sau
atomi); in consecintd, ordinul de marime al fluctuatiilor medii relative pentru asemenea esantioane

1 1 2 )
o _(X,Y)= expy — [C (x)+C7(»)—2r-C(x)C(y)
n2 2 5(X) - s(Y1-r2 2(1—7”2 )

unde s(X) = <(x —Xpp )2 > este eroarea patraticd medie a valorilor individuale ale parametrului X,

XY X—x
r =M este coeficientul de corelatie al parametrilor X si Y), iar C(x) = PP _ X
5(X)-s(Y) s(X)  s(X)

este eroarea redusa corespunzand valorii individuale x. Locul geometric al punctelor (x, y) pentru
care densitatea de probabilitate are o aceeasi valoare g este elipsa de ecuatie:

[x xpp} {ﬂ} gy ep Y ypp=—2(1—r2)'ln[st(X)s(Y)\/l—rz'50]

s(X) s(Y) s(X)  s(Y)

Se constata ca pentru |r]—1, aceste elipse devin segmente in lungul dreptelor:

YT Xpp Y™ Vpp
s(X) s(Y)

dintre parametrii X si Y. In mod uzual, corelatiile pentru care || > 0,99 (se demonstreazi matematic
ca re[-1,1]) sunt considerate drept foarte intense, cele pentru care || € (0,95; 0,99) sunt considerate
drept intense, corelatiile avand || € (0,8; 0,95) sunt considerate de intensitate medie, iar cele pentru
care |r|€ (0,5; 0,8) sunt apreciate drept slabe. In cazul valorilor |r|< 0,5, corelatia dintre parametrii
X si Y nu este sigurd (este posibil ca parametrii X si Y sd fie independenti, valoarea » # 0 fiind
datorata unui numar insuficient de rezultate experimentale). Evident, valorile pozitive ale Cov(X, Y)

si 7 corespund dependentelor direct proportionale ale valorilor Y in raport cu valorile X, iar valorile
negative ale Cov(X, Y) si r — dependentelor ¥ = f{X) invers proportionale.

-sgnr; se constatd astfel cd valoarea |7| este o masurd a intensitatii corelatiei
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este 107" sau mai mic (practic, fluctuatiile nu sunt observabile in acest caz). Dimpotriva, deoarece
pentru componentele solide utilizate Tn microelectronica (avand dimensiuni de ordinul 10° m, sau
mai mici), numarul particulelor este de ordinul 10"’ (sau mai mic), ordinul de marime al fluctuatiilor
medii relative va fi 10” (sau chiar 10™); aceste fluctuatii sunt observabile, fiind numite uzual
zgomote (electronice). Evident, pentru sisteme fizice avand N<10* particule, fluctuatiile marimilor
fizice sunt observabile chiar si cu instrumente de sensibilitate modesta, metodele termodinamicii
(incepand cu primul postulat) ne mai fiind aplicabile.

Problema
8. Deduceti dependentele de temperatura ale: a) celei mai probabile valori a numarului de vacante
(defecte) dintr-un cristal ionic (v. figura 6.20 pentru exemple de vacante Intr-un cristal cubic de
sare de bucatarie NaCl si, de asemenea, problema 2 a paragrafului 6.5), b) rezistentei electrice a
unei asemenea piese solide.
oy AU ANG
oW CC
ceclIng'jor {Na*
Na|  JcU MacZcl”

cr NalclIng'

Fig. 6.20

Rezolvare: a) Fie W, — energia necesara pentru extragerea unui ion din reteaua cristalina (dar fara
a-1 expulza in afara piesei solide). Energia liberd generalizatd corespunzand unei piese avand N,
vacante pentru un numar total de N noduri ale retelei cristaline este:

Qp(N,N,)=Wy+N,W, ~T-S(N,N,)-u(N-N,) ,
unde W, este energia corespunzand unui cristal perfect (fard vacante: N,=0). In conformitate cu
rezultatul problemei 2 (paragraful 3.5), avem:

Qr(N,N, )~ W, —kg In N—uN —const.)+ N,,(W,, + )+ kgTIn N, '+k g T In(N - N,, )

Daca E, =W, +pu reprezintd energia necesard pentru extragerea unui ion: (i) din reteaua
cristalina, si: (i1) din piesa solida consideratd, folosind aproximatia lui Stirling (valabila pentru N
<<1): InN/=N (In N-1), se obtine:

Qp(N,N,)= N, E, +kgT{N,(In N, 1)+ (N - N, )JIn(N - N,, )—1]}+ constante.

Se stie ca echilibrul termodinamic al unui sistem fizic total inchis corespunde valorii minime
a energiei libere generalizate Qr. Reiese ca valoarea cea mai probabila (la temperatura 7) a
populatiei de vacante N, corespunzand unui numdr de N noduri ale retelei cristaline este solutia
ecuatiei:

o0 N-N
0=( FJ ={Ev+kBT{lan—1+Nv~L—ln(N—NV)+1——V}} ,
N, )y N, N-N, ],
v,cmp v,cmp
N E
deci: n—P o v
N-Nyemp  kpT

Tinand seama ca energia necesara pentru formarea unei vacante este de ordinul de marime al

=

0,1 ... 1 eV, in timp ce energia “termica” kzT este de ordinul de marime al 107 eV (pentru 7 ~ 300

E
K), se constata ca: Nv’cmp << N, deci: Nv,cmp (T) = N-exp(—ﬁ] ]
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.. . 1 . g D
b) Deoarece conductivitatea electricd o (z —] este proportionald cu numarul de ioni din

unitatea de volum, in timp ce rezistenta electrica este proportionald cu rezistivitatea electrica p, se
. 1 1 E )
obtine: R(T) ~p(T) ~ —— ~ ~ exp—2r , deci:
o(T)  Ny(T) kpT

RT) _ ol Ev (L1 ’ _ 1 . gty
R(To)—exp{kB [T Toﬂ si: R(T) R(To)exp{B[T TOH, unde: B s

este o constantd fizica specifica cristalului ionic studiat, iar 7, este o temperatura (constantd) de
“referintd”. Se gaseste astfel ca rezistenta electricd a cristalelor ionice (termistorilor) scade
exponential cu cresterea temperaturii 7 [de “lucru (regim)’].

§6.10. Elemente de Fizica Statisticd Cuantica
a) Principiul de excluziune al lui W. Pauli

Analiza structurilor electronice ale atomilor aratd cd (v. si manualele de liceu) aceste
structuri pot fi explicate pornind de la principiul de excluziune (formulat de W. Pauli) care afirma
ca “nu este posibil sd existe 2 electroni intr-un acelasi sistem fizic (atom, ion, molecula, retea
cristalind, etc) care sa aiba toate numerele cuantice identice, deci sa se gaseasca intr-o aceeasi stare
cuantica”. O analiza mai larga (spre exemplu, pentru nucleele atomice) a acestei probleme arata ca
principiul de excluziune al lui Pauli este valabil de asemenea si pentru alte particule (protoni,
neutroni, etc), si anume pentru particulele avand un spin semi-intreg. Particulele care satisfac
principiul de excluziune sunt numite fermioni (de la numele fizicianului italian Enrico Fermi).
Dimpotriva, particulele care nu satisfac principiul de excluziune (putind coexista fara restrictii intr-
0 aceeasi stare cuanticd si intr-un acelasi microsistem fizic) sunt numite bozoni (de la numele
fizicianului indian Bose). Valorile spinului bozonilor sunt numere intregi. Reiese ca, spre exemplu,
un nucleu atomic este un fermion dacd numarul de masa A este impar, respectiv — dacd numarul de
masid A este par — nucleul atomic va fi un bozon. in mod asemanitor, daci suma nucleonilor si
electronilor unei microparticule (molecula, atom sau ion) este pard, particula va fi un boson, in
cazul contrar — particula va fi un fermion.

Este necesar s evidentiem aici posibilitatea existentei unui anumit numar G (numit ordin
de degenerare) de stari cuantice diferite ale unor fermioni, pentru care respectivele particule au
aceeasi energie. Spre exemplu, doi electroni se pot gasi concomitent in starea energetica
fundamentald (K) a unui atom, avand aceeasi energie, dar spini opusi (v. figura 6.21). Rezultad ca
ordinul de degenerare al electronilor este G,=2.

Fig. 6.21
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b) Deducerile statisticilor cuantice Fermi-Dirac §i, respectiv, Bose-Einstein’
Pentru a deduce populatia medie cu fermioni intr-o stare cuantica de energie E, vol
considera ciocnirile elastice dintre 2 fermioni avand initial energiile £ si E, (v.figura 6.22). Fie

Ei st E '2 energiile finale ale acestor fermioni (evident: Ei +E '2 =E|1+Ey).
1
E T _K_‘&_f
5
___2/—

Fig. 6.22
Numadrul dN17_y1'(dt) al tranzitiilor cuantice pornind de la perechea de stari {1, 2} pana

la perechea de stari {1°, 2’}, in intervalul de timp (¢, +df), trebuie sa fie proportional cu durata df a
acestui interval, cu populatiile medii ale starilor initiale, precum si cu numerele de “locuri libere” in
starile finale 1’ i 2’:

dN12_y1 (df) = Cdt - (N(Ey ) (N (E, ))[1 - <N(E{ )ﬂ . [1 - <N(E’2 )ﬂ .

La echilibru statistic, numerele de tranzitii 12—1°2’ si, respectiv 1°2’—12, in aceeasi durata
dt trebuie sa fie egale (constanta C fiind aceeasi, deoarece ea depinde doar de natura si de numarul
fermionilor):

dN1p_512(dr) = Cdt -(N(Ey))-(N(E3 )>[1 _<N(E; N . [1 - < N(E'2 N _

= dNyy 512 (di) = Cdr- <N(Ei b - <N(E'z )}[1 ~(N(E )] I-(N(E)] -
Impartind ultima egalite prin produsul:

Cdt(N(E1)><N(E2)><N(E1)><N(E2»

ce obiine: ml . ml {ﬁlﬂml}

Prin inlocuire directa, putem constata ca solutia acestei ecuatii functionale (necunoscuta este
functia <N (E )> ), dublata de conditia corespunzind ciocnirilor elastice: E|+ Ey = E1 + E», este:
1 : . o < <
W —l=a-exp(BE), unde — deoarece populatia medie trebuie sd scadd odatd cu cresterea
energiei £ - o si B sunt constante pozitive.
Se obtine expresia populatiei medii cu fermioni ai unei stari cuantice de energie E (statistica

lui Fermi gi Dirac): (N (Ey) = m '

Desigur, populatia medie cu fermioni a unei stéri energetice £ este de G ori mai mare:

G
<N /.etat energ. (E)> B m '

In cazul bozonilor, numarul dN 12—s12'(dt) al tranzitiilor va fi proportional cu populatiile

rezultante 1+ <N (E i )> sil+ <N (E '2 )> ale stdrilor finale, deci conditia de echilibru statistic:

dN 19—y (dt) = Cdt - (N(Ey ))-(N(E )>[1 ; <N(E{ )ﬂ . [1 N < N(E'2 )ﬂ _

> Necesitatea de a studia anumite elemente privind statisticile cuantice inaintea examinirii propriu-zise a Fizicii
cuantice, ne impune aici unele deduceri simplificate (de rigurozitate limitata).
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= dNy—12(dt) = Cdt - <N(E1 )>'<N(E2 »[H (N(E )]+ (N(E2)]
va conduce la expresia Bose-Einstein a populatiei medii cu bozoni a unei stiri cuantice de energie
1
E: Np(E)=— .
< b( )> o-exp(BE)-1
Pentru a deduce expresiile “constantelor” fizice o si B, trebuie sa utilizam principiul de
corespondenta dintre fizica cuantica si cea clasicd, care afirma ca — pentru valori mari ale energiei £

— rezultatele fizicii cuantice trebuie sa se particularizeze in rezultatele fizicii clasice; rezultd ca
aproximatiile asimptotice (pentru BE >> 1) ale distributiilor cuantice trebuie sa conduca la expresia

clasicdi a populatiei medii, corespunzadnd distributiei macrocanonice (W = N.E):
1 N(E - .
%] (W.N)=———-exp —(—“) , deci:
Mcan Zy kT
. : 1
Apr.aszmpt.<Nf (E)> = Apr.aszmpt.<Nb (E)> =—exp(—pE) = <Nclasica (E)> ~
PE>>1 BE>>1 a
1 E -
~p ()= ——exp 1|
Mcan Zy kT

1 . NP .
Se constata ca: 3 = T Deoarece pornind de la distributia macrocanonica’ se deduce:

E—p
eXp(_ kT J 1
<Nf(E)>=pMcan(1€E)= £ = ,
—p E—-p
1+exp(— j 1+exp[—j
kT kT
u

reiese ca: azexp(—ﬁ} In final, se giseste ci expresiile populatiilor medii cu fermioni,

respectiv cu bozoni, ale nivelului energetic £ (avand ordinul de degenerare G) sunt:

G L
<Nf,stare energ. (E)> = ., (Fermi-Dirac)
1+exp
kT
. G o
respectiv: <N b,stare energ. (E )> =—F_5 (Bose-Einstein)
exp -1

Reprezentarea grafica a dependentei <N f> = f(F) este indicata in figura 6.23, pentru

temperaturile 7 = 0 K , respectiv 7 ~ 10* K . Se constatd ci potentialul electrochimic p are
semnificatia de cea mai 1nalta energie a unui fermion la temperaturi foarte joase: 7 — 0 K.
~—

?Nf(z)
T= OK

G
\ T~102 K

fL

Fig. 6.23

? Se foloseste aici o distributie semicuantici (Boltzmann), care pastreazi expresia distributiei (macrocanonice) clasice,
dar inlocuieste densitatea de probabilitate prin insdsi respectiva probabilitate.

Dan lordache — Fizica numerica



Cap. 6. Fizica statisticd 6-180

§6.11. Distributia energetica a electronilor liberi in solide

a) Unde stationare in cavitati

In conformitate cu ipoteza lui de Broglie, oricirui fascicule de microparticule, in particular
fasciculelor de electroni “liberi” din solide, li se asociazd o unda de probabilitate. Deoarece,
deobicei electronii “liberi” nu pot parasi solidul, unda stationara de probabilitate (care se formeaza
prin suprapunerea undei incidente cu unda reflectatd) trebuie sa aiba noduri pe suprafetele care
delimiteazd solidul. Pentru a simplifica studiul undelor stationare in cavitdti (in particular, al
undelor de probabilitate corespunzand electronilor “liberi” din solide), se considerd o cavitate (in
particular, un solid) cubica de laturd a (v. fig. 6.24).

vd
©0,a0)
¥ — R —X
—am X
0 @,0.0)
2 p(0.02)
Fig. 6.24

Vom incepe aceastd analizd cu studiul undei stationare avand axa Ox drept directie de
propagare. Fie x = a —d coordonata unui punct P de observatie; daca ecuatia undei incidente
a—-d

v

(directe) este: &;(x,t) = A4 - cos[t - ], din cauza “saltului de fazd” de m radiani la reflexie,

d < 3 . .
. Se gaseste ca ecuatia undei
v

. .. 5 . a+
ecuatia undei inverse (dupd reflexie) va fi: §, =—4- cos{m(t -

stationare este:

£ =8 +E, = A{cos{o{t 4 _dﬂ —cos[m(t _ar dﬂ} = —24-sin(wr —kya)-sin(k,d) ,

\4 v

unde simbolul k, = reprezintd vectorul de unda corespunzand propagarii in lungul axei Ox .

<|e

Deoarece pentrud = a , avem: &g, =0, din ecuatia:
&g =—2A-sin(wt —kya)-sin(k,d)=0,

se gaseste cd: kya =n,m, unde n, este un numadr intreg diferit de zero. Se constatd cd vectorul de
< « TP : : T —
unda corespunzand propagdrii in lungul axei Ox este cuantificat: k,, =n, —. In general, directia
a

propagdrii este arbitrara, ecuatia unei unde plane fiind (v. figura 6.25):
i(?,t)z A-cos{o{t—éﬂ = A-cos(mt—QTv -Fj = A-cos(mt—l;-F) ,
v v

- . . . .= O
unde 1, este vectorul unitar al directiei de propagare a undei plane, iar k =— 1, este vectorul de
v

unda corespunzand undei plane. Deoarece: & =k, 1, +ky, Ty +k, 1, (unde I, Ty si 1, sunt
vectorii unitari ai axelor reciproc perpendiculare Ox, Oy si Oz), iar componentele ky,kz ale

vectorului de unda sunt cuantificate — in cavitatea cubica consideratd — intr-un mod asemanator

. T T :
componentei k. : ky =ny e k,=n, " (unde ny,n; €Z— {0}), se obtine:
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T
k= \/k +k2+k2 \/nx+n +nZ :En, unde: n= ”x+”32/+”z

Sa consideram spatiul ﬁctlv al numerelor reale (v. figura 6.26).

Frontul (suprafata)
de undi plana

Fig. 6.25 Fig. 6.26

Fiecare punct avand — In acest spatiu — coordonate intregi reprezintd o unda stationara
, respectiv v, = —|nx| :

posibild. Undele stationare corespunzand intregilorv , =

F:sx(lnxD —24- s1n((m |”x|75) SH{MCZJ ,

a

a

Esx (_|”x|) =-24- sin((ot + |”x|TC)- Sin(_ |nx |TE dJ ,

sunt identice pana la inversia sensului timpului, cu alte cuvinte sunt identice pentru propagari
reversibile, cum este cazul examinat aici. Se constatd ca doar punctele avand toate coordonatele —
numere Intregi pozitive corespund unor unde stationare diferite intre ele. Deoarece:

o 2n =w 2a . . .
k=—=—=—n,deunde: n= > locul geometric al punctelor reprezentand undele stationare

v A a
avand lungimi de unda cuprinse intre A-ALX si A (AA<<X) va fi o optime (partea cuprinsd in primul

« ’ . . . . N 2a .
octant” al spatiului {v,,Vv y>Vz }, a) coroanei sferice cuprinse intre sferele de raze n :7 si

2a - I < .
n+An= A (deoarece AA<<)). Tinand seamd ca, de reguld, pentru undele (de Broglie)
asociate®: @ >10"%m , In timp ce: A < 107 m , rezultd ca: n > 10° . Deoarece , in plus, fiecare
punct avand coordonate — numere intregi este centrul unui cub de latura 1, iar aceste cuburi ocupa
complet (fara intersectii sau spatii intermediare (libere)) spatiul numerelor reale {v,., v y>Vz 1), se

gaseste ca (n fiind foarte mare) numarul undelor stationare distincte AX(AV; A-AX, X) din cavitatea
cubica de volum AV = 4’, avand lungimea de undi cuprinsa intre A-AX si A, este egal cu volumul
optimii coroanei sferice cuprinse intre sferele de raze n si n+An:

3

AV

2a 2 2a dra
AS(AV; L — AL, x)~—4nn2A i Y
2 A kz K4

In final, se giseste ca (in conditiile specificate) densitatea spectralo-volumica G; a numadrului de
AZ(AV; A=Ak, L) Ac(h—AL, L)

= , este data de
AV - AA AA

unde stationare, definita prin relatia: o) =

* Pentru undele electromagnetice din domeniul optic: A < 107 m, iar pentru cavitatile uzuale: a > 10™ m, avem:

n=2%510.
A
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ASla® A —ALL)  4n

expresia: o) = — .
a3 A, 24
b) Distributia energetica a undelor (de Broglie) asociate electronilor liberi din solide
In conformitate cu ipoteza lui de Broglie, lungimea de unda asociatd unui electron aflat intr-
. 9 e h : e .
0 migcare uzuald (nerelativistd) este: A =— =———, deoarece expresia nerelativista a energiei
p 2mE,
2
— m
cinetice este: E, = ny2-L
2 2m

Numarul electronilor liberi avand energii cinetice cuprinse intre E. si E.+dE. este egal cu cel
corespunzand undelor de Broglie de lungimi de unda cuprinse intre A-dA si A daca:
dE
XZL , iar: dk=L~—c .
2 g} 2
Pentru o unitate de volum (a spatiului fizic), se obtine:
03,dk = do(L—dh,\) = do(E., E. +dE.)=c , dE,
C
deci densitatea spectrala (in raport cu energiile cinetice) si volumica va fi:

3/2
A 4 h :4n(2mEc)2‘ h__ ()7
dE. 4 3 4 3 B2 ¢
¢ 2\2mE; 242mE;

Reprezentarea graficd a dependentei o E, = f (EC) este indicatd in figura 6.27 (semi-

GEc =0)

parabola).

Fig. 6.27

¢) Distributia energeticd a electronilor liberi in solide; energia Fermi (pentru metale)
Numirul electronilor liberi dn(E,,E, +dE,) din unitatea de volum a unui solid, avand

energia cinetica cuprinsa intre £, si E.+dE . poate fi calculat In modul urmator:

3/2 1/2
2 G-E.“dE.
dn(Ec:Ec +dEc)=dO-(Ec’Ec +dEc)'<Nf,stari energ.(E)> ZZE(h—’;j — < 5

I+exp —

unde £ = E, + U este energia totald (de reguld, negativa) a unui electron liber intr-un solid, U fiind
energia potentiala (de interactiune) medie a unui electron “liber” intr-un solid (v. figura 6.28). Daca
He =p— U (>0) este potentialul electrochimic cinetic al unui electron “liber”, densitatea

energetica a electronilor liberi dintr-un solid va avea expresia:

3/2
dn(Eg Ee +dEc) o f2m)" " EV?
dE h?

E . -
1+expckiTMC
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Reprezentarile grafice ale dependentelor d‘? =f (E C) pentru T— 0 K si T ~ 10° K sunt

C
indicate 1n figura 6.29.
U(x) [
|
SOLID ? VID dn_ - ok
dE, -
0 = X \ 2
E(<U T~10%K
Ec(>0) (v
U(<0) 0 - = -
Fig. 6.28 Fig. 6.29

Absenta benzilor energetice interzise in metale, ne permite sa deducem numarul toyal al
electronilor liberi din unitatea de volum a unui metal prin expresia:

3/2 1/2
©  E.SdE
nzZnG(z—’:] e
h 01+expciuc
kT

Pentru temperaturi foarte joase: 7— 0 K, densitatea energeticd a numarului de electroni
liberi din unitatea de volum a solidului este nuld pentru E. > ., respectiv este datd de expresia:

3/2
d 2
Expr.asimpt.—n = 272G(—m] -Eg/z ,pentru E. <p..

10k dE. h?
Deoarece exista o slaba dependentd de temperaturd a potentialului electrochimic,
vom numi energie Fermi — limita potentialului electrochimic cinetic la temperaturi foarte joase:
Erp = lim p.. Pentru T — 0K, se obtine:

T—0K
3/2 3/2
2m Er 1, 2m 2 372
n =2nG| — - [ E. TdE. = 2nG| — —EL T,
2 2 3
h 0 h
2 2/3
h 3n
de unde (pentru metale): EFr=—/|— .
® ) F = om (471(?)

Problema

9. Sa se evalueze energia Fermi pentru cupru (masa atomicd: Ac, = 63,54, densitatea

k; s .

p= 8900% ). Se presupune cd (in acest metal) existd un electron liber pentru fiecare atom de
m

cupru si ca masa efectiva a electronilor liberi din cupru este de ordinul de marime al masei de

repaus a electronului In  vid: m,, = 9,108><10_31kg. Numarul lui Avogadro este:
Ny = 6,026><1026 molecule/kmol), constanta lui Planck /= 6,626><10_3 4 -5, lar sarcina

electrica elementara este: e = 1,602 x 10_19 C.
Rezolvare: Fie z - numarul electronilor liberi corespunzand unui atom al metalului. Deoarece

o . . . . N4 . g
numarul atomilor din unitatea de volum a metalului este: n, =p 0 numarul corespunzator n de
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electroni liberivafi: n=z-n, =z-N 4 % Pentru cupru (z = 1), se obtine:

L 1.6026x10%° %8900
63,54
In final, se obtine (G = 2):

=~ 8,44 x 1028 electroni liberi /m” .

2/3
2 =68 27
£, - 66267 x10 (3><84,4><10 J e 2ax101%

2x9,108x1073! 4mx2
respectiv (deoarece: 1el =1,602x 10719 ):
1124x1071%0

Ep =
1,602x10719 s

=7,02el .

10.  Deduceti expresia energiei cinetice medii a unui electron liber la temperaturi foarte joase: T
— 0K.
Rezolvare: Densitatea energeticd a probabilitatii la temperaturi foarte joase este datd de expresia:

om 3/2
1/2
2]

1/2
Expr.asimpt. go(E ¢ ) = 1 - Expr.asimpt. dn = h = E Ee .
T—0 K n 150k dE. wmY'? 2 5, 2 EY?
272G| — —E
(hz ] 3
Pornind de la definitia valorilor medii (v. §6.1), se gaseste ca:
Expr.asimpt.<Ec> = _[Ec - Expr.assympt(E,. )-dE, = 3 j Eg/szc ,
T—0 K 0 T—0 K 2-Ey,
5/2
si - in final: Expr.asimpt.(Ec> = 33/2 EL =—Fp .
750 K 2-E5 5/2 5
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