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Cap. 6. FIZICA STATISTICA

Avand in vedere faptul ca principala marime specifica Fizicii statistice este probabilitatea,
va trebui sd incepem acest capitol cu studiul celor mai importante proprietati ale probabilitatilor.

§6.1. Elemente de calculul probabilitatilor

a) Definitii si proprietiti ale frecventelor de aparitie a evenimentelor (fizice)

Doud evenimente (fizice) E; si E> sunt numite incompatibile daca aparitia concomitenta
(simultand) a celor doud evenimente este imposibila: £;NE, = @; spre exemplu, evenimentele care
constau 1n obtinerea de catre un anumit student a notei finale 4 si — respectiv — a notei finale 5 la un
acelasi examen sunt incompatibile.

Un eveniment care trebuie sd se produca intotdeauna este numit eveniment sigur (simbol Q);
spre exemplu, rezultatul unui examen Incheiat trebuie sa fie concretizat printr-o nota sau — cel putin
— printr-o decizie calitativa (promovat sau respins). In cazul in care reuniunea unui anumit numar de

n
evenimente: E;, E», ... E, este echivalenta cu evenimentul sigur: |JE; =Q, ansamblul C={E), E>,
i=l1
... E,} este numit colectiv complet de evenimente (fizice).
Consideram in continuare un colectiv complet de evenimente incompatibile C={E;, E>, ...
E,} si un anumit numar N de experiente efectuate, privind starea fizicd (descrisa prin evenimentele
considerate) ale sistemului studiat. Fie n; numarul de aparitii ale evenimentului £;; frecventa de

aparitie a unui anumit eveniment (fizic) E; este definitd prin relatia: f; = Wl .

Deoarece evenimentele considerate sunt incompatibile (intre ele), iar ansamblul C este
n n nog,. 1 &
complet, avem: > n; =N. Se constatd ca: Y f; =Y —-=—>n; =1 (conditia de normare a
i=1 i=1 ile Nizl
frecventelor de aparitie a evenimentelor (fizice)).
Fie X o marime fizica, avand valorile x; (i= 1, 2, ... n) specifice fiecarui eveniment £; al unui

colectiv complet de evenimente incompatibile C={E,, E>, ... E,}. Valoarea medie X a marimii X
pentru ansamblul celor N experiente poate fi calculatd in baza relatiei:

N 1 n n n; n

b) Definitii si proprietati ale probabilitatilor

O functie p(E) definitd pe corpul borelian (definit de Borel) £ de evenimente (in particular,
fizice) cu valori in corpul R al numerelor reale, avand proprietatile: a) p(E) >0, b) daca E; si E;
sunt evenimente incompatibile (£,NE; = ©), avem: p(E;UE j) = p(E i )+ p(E j ), c) p(Q)=1, daca

Q este evenimentul sigur, este numitd probabilitate neconditionata (a evenimentului E). Aceasta
definitie riguroasa (corespunzand matematicii moderne) este datorata lui Kolmogorov.

O definitie mai putin riguroasd a probabilitatilor neconditionate, mai putin riguroasa, Tnsa
valabila practic in toate cazurile de interes in Fizica, este cea propusa de von Mises:

p;= lim —-.
Pornind de la definitia lui von Mises, putem obtine (desigur printr-un procedeu mai putin
riguros) relatiile:
n

n n
dYpi=> lim f;= lim ) f;=1 (conditia de normare a probabilitatilor)
=l i=IlNDo® Nowig
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n n n
si: Yo = lim Xy = lim D x;f;=>x- lim f;=>xip;
N—oow N—)OOZZI i=1 —>0 i=1
(inductia incompleta a expresiei valorii medii teoretice (pentru N—o0) a unei anumite marimi X).
In timp ce conditia de normare a probabilitatilor neconditionate poate fi obtinuta riguros
pornind de la definitia lui Kolmogorov, expresia valorii medii teoretice (asa zisei “sperante

n
matematice”): Xoo = D XiDi
i=1

este “postulata” (in matematicd) drept definitie a acestei marimi.
Probabilitatea conditionatd de aparitie a evenimentului £, in conditiile prezentei (aparitiei)
evenimentului F (simboluri P(E), respectiv P(E|F)) este definita prin relatia:
Prey=p(e| 7= 20D
P(F)
unde P(ENF) si P(F) sunt probabilititile neconditionate corespunzand cazului aparitiei
concomitente (simultane) a evenimentelor E si F, respectiv aparitiei evenimentului F.
Daca probabilitatea de aparitie a evenimentului E, conditionatd de aparitia evenimentului F,
nu depinde de prezenta sau absenta celui de al doilea eveniment F):
Pp(E)=P(E|F)=P(E) ,
evenimentele E si F sunt numite independente. Pornind de la definitia probabilitatii conditionate, se
constatd ca probabilitatea aparitiei concomitente a celor doua evenimente independente E si F' este
egala cu: P(ENF) = P(E). P(F)

¢) Definitii si proprietiti ale densitatilor de probabilitate
Sa consideram spatiul fictiv al parametrilor de univocitate U;, U, ... U, ai unui anumit
sistem termodinamic. Datoritd (din cauza) multiplelor ciocniri dintre moleculele systemului
considerat, valorile parametrilor de univocitate prezintd variatii aleatoare, la intervale extrem de
scurte de timp; aceste variatii (numite fluctuatii ale starii termodinamice) determind o pozitie
(extrem de repede si aleatoriu) variabila a punctului reprezentativ al starii termodinamice. Fie
Urr, Uiy +AU;
AP probabilitatea ca valorile parametrilor de univocitate sa satisfaca simultan —
Un Upr + AUy,

pentru toate valorile intregi i = 1, 2, ... n — conditiile U; € [U if s U if + AU; J, deci ca probabilitatea

ca punctul reprezentativ al starii sistemului considerat sa apartind paralelipipedului corespunzator
(v. fig. 6.1).

L Vnf+AVn
—ZVnf
JI.:_—.__—: Y
[ ] !
| o
\)
[ SR —
{l it |:|,ll’/V21’AZ
V L ! «
Vig+ AV T 2703
Yy
Fig. 6.1
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Densitatea de probabilite de “localizare” a punctului reprezentativ al starii sistemului studiat
in spatiul parametrilor de univocitate este definita in baza relatiei:

Uf1>Ufl + AU

o(U,Us,...U,)=lim
AU; -0 n
(i=1,2,.n) [TAU;
i=1

Sa considerdm in continuare cd domeniul de interes al spatiului parametrilor de univocitate
este Tmpartit in NV subdomenii (v. figura 6.2), avand volumele A4V; (j=1, 2, ... N). Fie <go dom.j > -

Vn

Fig. 6.2
valoarea medie a densitdtii de probabilitate corespunzand domeniului j, definit prin relatia:
AP(FeAV;)
AV ;
sistemului studiat sa apartind domeniului de volum 4V . In conformitate cu definitia valorii medii a
unei functii AU,, U, ... U,), avem:

N
(INULU2, Uy )= 2 <fdom.j(U1aU2w-Un)>'<@dom.j>‘AVj ,
j=l

<go dom. j> = , unde AP(F eAV j) este probabilitea ca punctul reprezentativ al starii

unde < Sfdom. j(Ul,Uz,...U n)> reprezintd valoarea medie a functiei {U;, U,, ... U,), pentru

domeniul *5” (de volum AV}) . Pentru N — oo, este posibil sd se reducd 4V; — 0, valorile medii
<fdom.j (U1,U2,...Un> si <<§0dom.j> tinzand deci spre valorile “locale” AU;, U, ... Uy,) si —

respectiv: @(U;, U,, ... Uy,); in consecintd, suma de mai sus se transforma intr-o integrala Riemann
multiplad (peste variabilele U;, Us, ... U,):
o0 o0 o0 n
foUUanU)= [ [ o [fULU2, U)pU Vs, U)I1dU; .
Uj=—0oUp=—0 U,=—o i=1
Desigur, aceastd “deducere” nu este riguroasd, dar ea conduce (in baza anumitor argumente) la
expresia care este postulatd — in matematicile moderne — drept definitie a valorii medii a unei functii
dependente de mai multe variabile independente, cu valori continuu distribuite.
Pentru AU, U,, ... U,) = C(onstantd), relatia precedenta conduce la:

0 o ™ n
I _[ J gO(Ul,Uz,...Un)HdUi =1,
—00 —00  —00 i=l
expresie numitd — conditie de normare a densitdtii de probabilitate.
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Problema
1. Densitatea de probabilitate corespunzand asa-numitei “distributii (repartitii) normale

unidimensionale (Gauss)” este data de expresia: @(x)=C- exp[— a(x —b)2 . Deduceti:
a) expresia valorii medii (teoretice) X, a variabilei x,

b) expresia dispersiei: A= o2 = <(x — X )2> variabilei x,
c) expresia constantei C de normare, pornind de la dispersia A = o2 variabilei x.

Solutie: a) Pornind de la definitia valorii medii, se obtine:

a(x—>b) ]fl CJ (x—Db)exp|-

= f x-p(x)dx=C fx expl— a(x—>b) ]d(x b)+b jp(x)dx

—00 —00 —o0 —o0
o0

Luand in consideratie conditia de normare a densitatii de probabilitate: f p(x)dx=1, se
—0o0

a(x—>) ]

0 exp[ a(x—>) }
aseste cd: X, =b+ | d
giseste ci | { 0 =y exp

—00

—-2a
—0 —00

! A:<(x_£°°)2> =] (b eplate-by faw-n =c | (xb).a’{exph(xb)2 |} .

Folosind formula integrarii prin parti: j udv =uv— j vdu , se obtine:

C(x-b)
2a

A=- exp—a(x—b)2

+ £ of expl-a(x—b)2 Hx = - Ofgo(x)dx—i
2a P 2a 2a

— 00

o0
c¢) Pornind de la conditia de normare a densitatii de probabilitate: f p(x)dx =1, se gaseste ca:

—0o0

I—CI expl—

—0o0

a(x—b) ]d - je_deX, ot X =+Ja-(x-b).

o 2 o 2
Fie: = f e X ax = je_Y dY, unde Y este o variabild indépendantd de de X. Sa consideram
—00 —0o0

spatiul variabilelor X si Y, alese drept coordonate ortogonale (fig. 6.3).

hy

$
%
de 7
0 X
Fig. 6.3

Deoarece elementul de arie din planul XOY poate fi exprimat prin coordonatele polare » si 6:
dA = dX.dY = r.dr.df, obtinem:
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o0}
o0 0 2 2) 00 2 21 )
27T AT e 1
—00 —00 0 0 2 0
Se constata ca: C T =1, de unde: C_\/E - in care marimea:
' a ' a 2rAa  o\2n’ '

c=+A =,/<(x—)700> este numitd abatere (fluctuatie) pdtratici medie a variabilei x. In final,

obtinem urmaitoarea expresie a densititii de probabilitate corespunzand repartitiei normale
unidimensionale (Gauss):
(x_foo )2

1
Px)= ———exp| —————
o(x)W2n 262 (x)

§6.2. Notiuni fundamentale ale Fizicii statistice clasice'
S& consideram spatiul fictiv (“matematic”) 2/-dimensional al coordonatelor §i impulsurilor
generalizate {ql, G2 ql>P1>D2 s p[} corespunzand moleculelor unui sistem termodinamic (/ =

= AN, unde 4 este numarul gradelor de libertate ale unei molecule, iar N este numarul moleculelor
sistemului considerat); acest spatiu este numit spatiul fazelor sistemului considerat. Starea pentru
care sunt cunoscute toate valorile coordonatelor si impulsurilor generalizate corespunzand
sistemului studiat este numitd stare microscopica (sau micro-stare) a sistemului considerat. O
microstare o este reprezentatd in spatiul gazelor printr-un punct (reprezentativ) (v. fig. 6.4).

| ]

P

Fig. 6.4

Evident, nu este posibil sa fie cunoscute pozitiile i impulsurile — la un anumit moment — ale
tuturor moleculelor unui sistem termodinamic. In practici, se pot cunoaste doar valorile
parametrilor de univocitate ai sistemului, care determind starea macroscopicd (sau macrostarea) a
sistemului. Deoarece starea macroscopica este determinatd de un anumit numar de conditii de tipul
U; (ql,qz,...ql,pl,pz,...p])= U;o (i=1,2,..N), o macrostare X este reprezentatd de obicei in

spatiul fazelor printr-o suprafatad. Desigur, existd un anumit numar K (de reguld foarte mare) de
microstari care corespund unei aceleiasi macrostari; acest numar este numit frecvent — populatie a
colectivului virtual de microstari asociate macrostarii considerate.

Celelalte notiuni de baza ale fizicii statistice clasice sunt:

(1) densitatea volumica a numarului de microstari, definita prin relatia:
o= AK(AV)
AV—0 AV

unde 4AK(A4V) este numarul de microstari avand punctele reprezentative in interiorul elementului de
volum AV (v. fig. 6.5),

' De regula, prin fizici clasicd se intelege fizica ne-cuantic.
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Fig. 6.5

» A

(i1) densitatea volumicad a probabilitatii de “localizare” in spatiul fazelor:
g = lim APAY) ,
AV—0 AV
unde AP(AV) reprezintd probabilitatea ca punctul reprezentativ al unei microstdri sid apartind
elementului de volum A7,
(iii)  densitatea energetica a probabilitatii de “localizare” in spatiul fazelor:
Q)= lim APIW W + AW ] )
AW —0 AW
unde AP[W,W+AW] este probabilitatea ca energia corespunzand unei microstiri sa apartind
intervalului [W,W+AW].

Deoarece populatia K a colectivului virtual de microstari asociate unei anumite macrostari
este considerabil mai mare decdt unitatea: K>>1, se poate utiliza definitia lui von Mises a
—AK(AV) , constatind cd: g = 1. im —AK(AV) P .

K Av—0 AV K

Tipul distributiei (repartitiei) microstarilor in spatiul fazelor depinde in principal de tipul
contactului dintre sistemul termodinamic considerat si exterior. Cele mai importante tipuri de
contact sunt:

(1) sistemele termodinamice total deschise, care pot schimba atat energie AW # 0, cat si
particule (de reguld, molecule): AN # 0 cu exteriorul (distributia statisticd corespunzatoare acestor
sisteme este numita macrocanonica),

(i1) sistemele termodinamice semi-deschise, care pot schimba cu exteriorul numai
energie AW # 0, nu si particule: AN=0 (distributia statistica corespunzatoare este numita canonica),

(i)  sistemele termodinamice complet inchise, care nu pot schimba cu exteriorul nici
energie: AW = 0, nici particule: AN = 0 (distributia statisticd corespunzatoare este numita
microcanonica).

probabilitatii: AP(AV) =

§6.3. Ipotezele fundamentale ale Fizicii Statistice Clasice

Principalul obiectiv (scop) al fizicii statistice clasice constd in determinarea functiei
© (ql el > P15 1) care permite evaluarea densitatii volumice g a probabilitatii de “localizare” a
microstérilor 1n spatiul fazelor, pornind de la valorile coordonatelor si impulsurilor generalizate ale
sistemului fizic considerat. Deoarece (de reguld) numarul coordonatelor si impulsurilor generalizate
este de ordinul de marime al numarului lui Avogadro, pentru a rezolva in practica aceasta problema
este necesar sa se giseasca o functie intermediard o = @ [ f (ql,...q /> Pls--D] )] de coordonatele si

impulsurile generalizate, valorile marimii f (q1 yeeil]] s P1>--P 1) (descrisa de functia corespunzatoare)

putand fi determinate direct din experiente. Prima ipotezd fundamentala a fizicii statistice clasice
. FEROI,) . o .. . . e .
(ipoteza “ergodica”) afirma ca functia intermediara care permite evaluarea densitétii volumice @ a

9 A

% In limba greaci (elend) veche, cuvantul “ergos” inseamni energie.
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probabilitatii este functia lui Hamilton H (ql,...ql, pl,...p1)3 [care exprimd energia totald a
sistemului prin coordonatele si impulsurile generalizate], deci ca:

Studiile riguroase ale matematicienilor Birkhhoff, Kolmogorov si altora au aratat ca ipoteza
ergodica nu este riguros valabila, dar ca — in fapt:

(@ (ql ,'"ql,pl ,"'pl) :-f[H(qlﬂ"'ql,pl ,"'pl )] +g(q17"'qlﬁp19"'p1)’

unde: lg(q1.-41, P12t | <</[H(q1.-q1. P1.-P1 )]

se constatd astfel ca ipoteza ergodica nu este riguros valabila, dar ca abaterile fata de aceasta ipoteza
sunt foarte mici (neglijabile), ceeace permite sd se afirme valabilitatea unei ipoteze
“cuasiergodice”.’

Se stie ca termodinamica nu poate justifica ea Insdsi ecuatiile termice §i — respectiv —
caloricd de stare, aceste ecuatii fiind furnizate termodinamicii fie de catre fizica experimentala, fie
sunt obtinute pornind de la anumite consideratii statistice (in particular, pornind de la teoria
cinetico-moleculard). Pe de alta parte, termodinamica studiaza de regula doar starile de echilibru, in
timp ce fizica statisticd poate studia de asemenea (fard dificultati deosebite) si starile tranzitorii (de
ne-echilibru). Se constata astfel cd domeniul Termodinamicii poate fi considerat drept o parte a
domeniului Fizicii statistice. Din acest motiv, cea de a doua ipoteza fundamentala a fizicii statistice
clasice trebuie si abordeze corespondenta dintre aceste doud importante metode ale Fizicii. In fapt,
cea de a doua ipoteza fundamentala (de corespondentd dintre fizica statistica si termodinamica) a
fizicii statistice clasice afirma cd “starile de echilibru termodinamic corespund unor distributii ale
microstarilor pentru care densitatea energetica a probabilitdtii de “localizare” in spatiul fazelor este
maxima: ®(W)=maximd — echilibrul termodinamic”.

In final, vom constata ci deducerile celor mai importante distributii statistice (de asemenea,
a celor mai importante expresii statistice ale marimilor fizice) sunt simplificate de cétre cea de a
treia ipoteza fundamentala a fizicii statistice clasice, care presupune ca “in domeniul spatiului
fazelor corespunzand unei anumite macrostari, valoarea densitatii volumice a numdrului de
microstari p (q1 sl s D] s 1) este aceeasi (nu depinde de pozitia in interiorul acestui domeniu)”.

§6.4. Studiul distributiei (repartitiei) microcanonice

Pentru a evita la inceput unele dificultiti matematice deosebite, vom incepe studiul
distributiei microcanonice prin examinarea distributiei cuasimicrocanonice, corespunzand
microstarilor unui sistem termodinamic aproape complet inchis, care poate efectua cu exteriorul
schimburi de energie care nu depasesc AW (<<W), unde W reprezintd energia minima (posibild) a
acestui sistem.

* De regula, se scrie functia lui Hamilton in forma H(x,a), unde a = {al,...an} reprezintd ansamblul parametrilor

externi, iar X = {ql syl s P15---P] } reprezintd ansamblul coordonatelor si impulsurilor generalizate.

* In particular, pentru sistemele complet inchise, avind o anumiti valoare constanti E a energiei totale, evolutia reald a
unei anumite microstari este descrisa de o traiectorie situatd in imediata vecinatate a suprafetei (v. fig. 6.6). Se poate
intelege usor aici cd — in domeniul fizicii cuantice — datoritd relatiilor de nedeterminare ale lui Heisenberg:

ApiAq i 2 h , ipoteza ergodica se transforma (fortuit) intr-o ipotezd cuasiergodicd.

(continuarea notei de subsol de la pagina anterioara)

Fig. 6.6
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a) Distributia cuasimicrocanonicd
Fie H(xa) =W si H(x,a) = W+AW hipersuprafetele (v. fig. 6.7) care delimiteaz punc-

H(X,G):W+AW

»
Fig. 6.7

tele reprezentative ale microstarilor posibile ale sistemului aproape complet inchis, avand energiile
(totale) H(x,a)e [W, W+AW], unde AW << W. In conformitate cu definitia distributiei cuasi-
microcanonice, densitatea volumica de probabilitate corespunzatoare va fi nuld pentru Hx,a) < W
si — respectiv — pentru H(x,a) > W+AW. Deoarece AW << W, ansamblul microstarilor
corespunzand sistemului aproape complet inchis poate fi considerat drept o singurd macrostare;
tinand seama ca — In concordantd cu cea de a treia ipoteza fundamentala a fizicii statistice clasice —
densitatea volumica a numarului de microstari p(x,a) va fi constantd in interiorul hipercoroanei

H(x,a)e [W, W+AW], se obtine (deoarece go=% , unde K este acelasi pentru toate microstarile

apartinand hipercoroanei considerate):
SO cuasimicrocanonici — 0 daCé: H(x, a) € (—oo, W)U (W + AW, OO) s
respectiv:
§ cussimicrocanonica= 0 dacd: H(x,a)e[W,.w+aw] .
Pentru a determina valoarea constantei C, va trebui sd folosim conditia de normare a
densitatii de probabilitate: f $dV=1, unde simbolul « ; indicé intregul spatiu al fazelor.
®r
Fie Q(W) volumul interior hipersuprafetei H(x,a) = W. Tinand seama de expresia densitatii

de probabilitate corespunzand distributiei cuasimicrocanonice, conditia de normare corespunzatoare
devine:

’ De reguld, functia H(x,a) este monoton crescatoare fatd de valorile coordonatelor (qi, p j) spatiului fazelor. Acest

lucru poate fi usor constatat in cazul particular al unui fragment de retea cristalind cubica (spre exemplu, de NaCl),
pentru care avem:

2
13N 13N p5
H(x,a):EZkl-ql-z—i-E -
i=1 j=1Mj
unde ¢; si p; sunt componentele deplasarilor celor N noduri (atomi sau ioni) ale retelei cristaline fata de pozitiile lor

de echilibru (v. fig. 6.8), respectiv impulsurile acestor noduri.

5 6

Fig. 6.8

Din aceasta cauza, hipersuprafata H(x,a) = W +AW (unde AW > 0) este exterioara fata de hipersuprafata H(x,a) = W.
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1=C- [av — =clow +aw)-am)],
W<H<W+AW
deoarece volumul hipercoroanei W < H < W + AW poate fi exprimat prin diferenta
Q(W+AW) - Q(W). Deoarece AW << W, putem folosi relatia lui Lagrange a cresterilor finite:
QW +AW) = QW) = X2
ow
In final, conditia de normare a densititii de probabilitate conduce la expresia:
1

LN
ow

Tinand seama ca valorile rezultate din determindrile experimentale sunt valori medii, este
necesar sa se deduca expresia corespunzatoare — pentru distributia microcanonica — a valorii medii a
unei mirimi fizice oarecari f, exprimati prin functia f(q;....q;, py....p; ), in raport cu coordonatele ( g;

C:

si p;) ale spatiului fazelor. Pornind de la definitia matematica a valorii medii, se obtine:

7= Jtlap;)elapav=c- [/ (@1oars p1ovepr AV =

D phases W<H<W+AW
= [flap v - If(ql',pj)dV] :
LH<W+AW H<w

Deoarece AW << W, paranteza poate fi exprimatd cu ajutorul relatiei (Lagrange) a
cresterilor finite, obtinand:

~ 1 o 1
o ol elor- s o]
N aW_HiW o QoW HiW(l i

ow ow

Avand 1n vedere ca aceasta relatie este valabila pentru orice valoare a AW (daca, desigur:
AW << W), relatia de mai sus este valabila si pentru 4W—0, deci pentru repartitia microcanonica.

Pentru AW—0 (corespunzand distributiei riguros microcanonice) expresia densitdtii de
probabilite devine:

%) 0, pentru H(x,a) e (—o,W)JW,0) ,

AW — 0 (ucan.) -

%) o, daca: H(x,a)=W.

AW — 0 (ucan.) -

Deoarece asemenea valori sunt specifice functiei Dirac 6(x), pentru a descrie distributia
microcanonica va trebui sd studiem mai intai principalele proprietati ale functiei Dirac.

b) Definitia si principalele proprietiti ale functiei Dirac
Una dintre cele mai importante modalititi de introducere a functiei Dirac porneste de la
0 daca x<0

=

functia “treaptd” a lui Heavisede, definita prin relatia (v. fig. 6.9): H(x) :{

?H(x)

1 pentru x>0

1

R
0 X
Fig. 6.9
A . R e . dH
In continuare, functia Dirac este definitd prin expresia: 8(x) = —
X
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Cea mai importantd proprietate a functiei Dirac se referd la valoarea integralei definite

p

j f(x)-8(x—a)dx, unde f{x) este o functie continud. Pentru a < a si — de asemenea — pentru a > f,

a
diferentiala dH(x - a) = d(x - a).dx este nuld pentru intregul interval [, §] (in primul caz, diferenta
(x - a) fiind intotdeauna pozitiva, respectiv — in cel de al doilea caz — fiind negativa pentru intreg

intervalul considerat). Se constata ca:

p
[f(x)-8(x—a)dx =0 daca: a e (—o,a) J(B,®) .
Pentru a e (a,pB), avem:
a+
j f(x)-8(x —a)dx = j f(x)-dH(x-a)+ | ’ f(x)-dH(x—a)+ j f(x)-dH(x-a),
a—e a—+e

unde ¢ este o cantitate pozmva foarte micd (¢ — 0). Tinand seama ca dH(x - a) = 0 pentru
xe(a,a—g)J(a+ePB) si ca (datoritd continuitatii functiei f(x)) pentru xe(a—g,a+¢) avem

fix) = fla), se obtine:
B €
[f(0)-8(x—a)dx = f(a)- [dH(x—a)=f(a) , dacd: ae(ap).
a X—a=-—¢&
Sinteza rezultatelor obtinute este exprimata prin proprietatea de ‘‘filtrare” a functiei Dirac:

pentru ae (—OO,Ol)U (B,%)
f(a), daca: ac(a,p)

Pentru fix) = C (onstantd) #0, a — - si f— oo, se gaseste ca:

j f(x)-8(x— a)dx—{

o0 o0 o0
| C-8(x—a)dx=C [8(x—a)dx=C ,  deunde: [8(x—a)dx =1
—00 —00 —00
(relatia de “normare” a functiei Dirac), parametrul a avind — desigur — o valoare finita.
Functia Dirac realizeaza legatura dintre distributiile statistice continue §i cele discrete.

R n
Intr-adevir, pentru g (x) = p;-8(x —x;) se obtine:
i=l1

(f(X)e0) = jf(x) @(x)dx—zpl j F(x)3(x - xl)dx—zpl (x;) »

—o0 i=l - i=1

expresie care corespunde unei distributii discrete, cu probabilitatile p; (i=1, 2, ... n) .

¢) Distributia microcanonicd
Pornind de la rezultatele obtinute in prima sectiune (a¢) a acestui paragraf, se obtine
urmadtoarea expresie a densitatii de probabilitate corespunzand distributiei microcanonice:

1% = A-8|H(x,a)-W] .
pean.
Pentru a determina constanta A, este necesar sa se porneasca de la conditia de “normare” a

acestei marimi ( ) si sa se foloseascd expresia volumului dV al hipercoroanei delimitate de

hipersuprafetele H(x, a) = W si H(x,a)= W+ dW: dV = % -dW . Se obtine:

1= [ p dv = AjSH(xa) W]—dW Aa—Q, de unde:
o Lean. ow

—00
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A= ! .
oQ/ow
Deoarece pentru aceeasi hipercoroana (delimitatd de hipersuprafetele H(x,a) = W si H(x,a) =
=W+ dW), avem:

J‘ f-dV:i[ J.f-dV}dW ,
W<H<W+dW oW H<W11
reiese ca expresia (microcanonicd) a valorii medii a marimii f = f (qi, p j) este:

n.

% 1 7 0
J= ff(qi,pj)so“w dV =—>5 {OW[ If(Qian)dV]'S[H(X,a)—W]dW:

© — = HW
ow
1 0
= . jf-dV].
x @W[HSW
ow

§6.5. Aplicatii ale distributiei (cuasi)microcanonice

a) Studiul semnificatiei statistice a temperaturii termodinamice

Tinand seamad de definitia temperaturilor (empirice) si pentru a utiliza distributia
(cuasi)microcanonicd pentru studiul semnificatiei statistice a temperaturii termodinamice, vom
examina modelul fizic al unui sistem aproape complet inchis, impartit In doud compartimente
separate printr-un perete diaterm (care permite schimbul de energie doar sub forma de caldura:
dQ #0)".

Primul compartiment (ale cdrui microstari o; sunt studiate) are dimensiuni considerabil mai
mici decat cel de al doilea compartiment (numit de regula “termostat”; v. fig. 6.10), in particular
energia sa totala W, fiind neglijabila fatd de energia totalda W, a celui de al doilea compartiment,

sau cea (W) corespunzand intregului sistem studiat: W; < W,, W.

g

Fie dV; si dV> doud elemente de volum ale spatiilor fazelor ale primului, respectiv al celui de
al doilea compartiment; deoarece spatiul fazelor al intregului sistem izolat este produsul cartezian
al spatiilor fazelor corespunzand celor doua compartimente, elementul de volum dV al spatiului
fazelor al sistemului aproape complet inchis este egal cu produsul elementelor de volum
corespunzand celor doua compartimente: dV =dV;.dV,. Probabilitatea corespunzand apartenentei
concomitente a microstarilor 6, 6; la elementele de volum dV, respectiv dV; , este:

dP(GledVl,Gz ede)ng ) dV=;dV1dV2 .
quasiucan. aQ AW

ow
Dacé energia primului compartiment (corespunzand elementului de volum dV;) este W,
energia H>(x, a) a celui de al doilea compartiment va fi cuprinsa intre W - W, si W+AW, - W, , unde

W si W+ AW sunt limitele energiei sistemului aproape complet inchis. Probabilitatea dP(csl ed Vl)

Fig. 6.10

corespunzand apartenentei punctului reprezentativ al microstarii o, la elementul dV; este:

6 n particular, un asemenea sistem poate fi (in timpul noptii) cel format de laborator (compartimentul 1), in pereche cu
Pamantul (inclusiv atmosfera inconjuratoare).
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dv; dV oQ
WAW W <Hy<w+aw—w, 2 W2
In final, probabilitatea ca energia H,(x, a) sa fie cuprinsi intre W, si Wi+ AW este:
0Qy [OW: 0Q; 0Q
dP[Wy, Wy +dw = de(cledVl)zﬁ. [av :‘g. 122
W, <H|<W+dW oQ/ow W<H|<Wi+dW 2 owy oW,

unde Q (W) si Qo(W>) sunt volumele interioare hipersuprafetelor H,(x, a) = W), respectiv Ha(x, a)=
= W, ale spatiilor fazelor corespunzand celor doud compartimente.
Se constata ca densitatea energetica a probabilitatii corespunzand compartimentului studiat
dPlm Wy +dw] 1 90 o)
aw S oQ/oW oWy oW,

Conform celei de a doua ipoteze fundamentale a fizicii statistice clasice, starea de echilibru
termodinamic corespunde valorii maxime a ®(W;) sau a In®(/;). Conditia de echilibru
termodinamic va fi deci:

oQ oQ
0=—9_ o ))= - | m |, 4 [, E22 |4 (mmj.
dm dm om dm oW dm ow
Avand in vedere cd primul compartiment are dimensiuni neglijabile fatd de dimensiunile
termostatului, parametrii sistemului (aproape) complet inchis nu depind de parametrii primului

este: (D(W1 )

compartiment: ﬁ(ln S—S;/j =0, In timp ce: dW, = - dW, (deoarece energia W a sistemului izolat
1

ramane constantd). Se constata ca echilibrul termodinamic al compartimentelor 1 si 2, separate de

. s d o d 0Q»y
un perete diaterm corespunde egalitatii: In In
1 om d /) oWy
Se stie ca temperatura (in particular, cea termodinamicd) are o aceeasi valoare pentru doua
sisteme separate de un perete diaterm, aflate in stari echivalente fatd de tranzitivitatea echilibrului

termodinamic. Reiese ca: d [lna—Q =o(T),
aw\  ow

unde ¢(7) este o anumita functie de temperatura termodinamica. Pentru a gasi expresia functiei ¢(7)
(si a stabili astfel semnificatia statistica a temperaturii termodinamice), este necesar sa se studieze
anumite sisteme termodinamice simple (spre exemplu, gaze perfecte) si sd se impund coincidenta
anumitor ecuatii de stare deduse pornind de la fizica statistica clasica, respectiv obtinute in prealabil
prin metode empirice (experimentale).

b) Studiul statistic al gazelor perfecte
Sa consideram un gaz perfect avand molecule cu A grade de libertate: 3 grade de libertate de
translatie si 4 -3 grade de libertate de rotatie. Fie V' volumul ocupat (in anumite conditii) de o
cantitate (N molecule) de gaz perfect. Deoarece singura energie a moleculelor unui gaz perfect este
cea cinetica (de translatie si de rotatie) functia Hamilton corespunzatoare celor N molecule de gaz
(A=3)N 2

perfect este: H(x,a) = E p Li _f

unde p; reprezintd o componenta (din cele 3N ex1stente) ale impulsului unei molecule (de masa m),
L este o componenta (din cele (1-3)N existente) a momentului cinetic al unei molecule, / j fiind
momentul molecular de inertie asociat componentei L ja momentului cinetic. Fie W energia totala

a cantitatii considerate de gaz perfect. Ecuatia hipersuprafetei:
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reprezintd (in spatiul impulsurilor generalizate: p; (i = 1, ,...3N), L j G = 1,2,... (4-3)N)), un
elipsoid 3N — dimensional, cu semi-axele +2mW (corespunzdnd componentelor p;), respectiv
[21 W (pentru componentele L j)- Deoarece pozitia unei molecule arbitrare a cantitatii

considerate de gaz nu poate depdsi limitele volumului V" al vasului, si — in plus (pentru gazele
perfecte) — coordonatele xy, yj,zy ale diferitelor molecule (k=1,2,...N) si componentele p; si L j

ale impulsurilor generalizate sunt independente intre ele (precum si unghiurile 0 j corespunzand
momentelor cinetice Lj), volumul Q interior hipersuprafetei H(x, a) = W va fi:
(A-3)N27x IN  (A3)N
Q= H j ”dxkdykdzk H Id@ I IHdpi HdL ;e
Elipsoid (semi—axe: -+ 1=l J=1

PisN2mW L ;<\[21 W)

Tindnd seamd cad volumul unui elipsoid este proportional cu produsul semi-axelor sale, se
3N (03N AN

obtine: ow,y=cvN.w2 2 —cyN.w2
unde C este o constanta (in raport cu energia W si volumul V).

. . 0 AN - 1 3 3
In continuare, reiese ca: W_C 7 VN W2 , unde A este o altd constanta.

Deoarece numarul moleculelor unei cantitati de gaz este de reguld considerabil mai mare decat 1:

kTN >>1, se gaseste ca - pentru gazele perfecte: In 2—; =NnV+ kTN In W +constanta .

ow) 2w
Deoarece ecuatia calorica de stare a unui gaz perfect (obtinutd experimental) este:
N Ny 1
VRT RT kT’

@) A
Se constata ca, pentru gazele perfecte:  o(7T) = % (ln a—j = AN

W=Ug, = %VRT , segasesteca: o(T)=

R 23 J . . <

unde kp =N— (=1,38:10 23 E) este constanta lui Boltzmann. Sa presupunem in continuare cd
A

substanta existentd n primul compartiment (fig. 3.5A) este un gaz perfect, in timp ce al doilea

compartiment contine o altd substanta (arbitrard); se constata ca:

d (m oQ j 1
aw ow kgT
pentru orice substanta.

Avand in vedere cd schimbul de energie dintre compartimentele sistemului fizic (izolat)
studiat se realizeaza exclusiv sub forma de caldura, pornind de la relatia:

d ([, 0Q
In— |=9(T)=——
aw " ow kgT ~
se obtine: ds = 49 =kpd| In 6_(2 =d| kp- lna—Q ,
T ow ow

obtinand astfel o prima expresie statisticd a entropiei termodinamice:
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S=kp .1n5_$+ constantd .

¢) Deducerea ecuatiilor de stare ale diferitelor sisteme termodinamice, pornind de la
fizica statisticd clasicd

Conform primelor 2 principii ale Termodinamicii, avem:
dQ X fidaj+dW =3 pdv

ds = ,
T T
de unde se obtine: Ji = a5 =kp i(ln ﬁj , (ecuatia termica de stare) si:
6a,~ 8a,~ ow
w,v j= const.
1 = 5 =kp 2 In x . (Ecuatia calorici de stare)’
T \ow ow\ ow

a;,v j = const.

Spre exemplu, pornind de la expresiile statistice deduse pentru entropia termodinamica si —
respectiv — pentru hipervolumul Q corespunzand gazelor perfecte, se gaseste ca:

Sop =kB(N1nV+}LTN1nWj+constanté.

In continuare, se poate deduce ecuatia termica de stare a gazelor perfecte:

oS
P_ (ﬁJ = kB—N , deunde:
T ov vV

W,N

pV =kpN 4vT =vRT  (ecuatia lui Clapeyron) .
d) Expresiile statistice ale entropiei termodinamice
Pornind de la expresia statistica a entropiei termodinamice (dedusa mai sus):
oQ
S =kp-In—+ constantd,
ow

si de la expresia densitatii probabilitatii corespunzand distributiei (cuasi)microcanonice:

1
2 . == >
quasipcan. 0 AW
ow
se obtine (AW << W): S=—kp-In p + constanta .

Tinand seama de cea de a treia ipoteza a fizicii statistice clasice:
p(x,a) = constanta,

precum si de relatia: P = % ,
se obtine: S =kp -InK +constanta ,

unde K este populatia ansamblului virtual de microstari asociate unei anumite macrostari.
Pornind de la expresia: S =—kp -In ¢ + constantd

7 . o1 0 oQ . . S ..
Se constata cd ecuatia: —=kp—— an determind de asemenea expresia statisticd a temperaturii

termodinamice.
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a entropiei termodinamice, inginerul american Claude Shannon a elaborat feoria (matematica)
informatiei.

e) Elemente de Teoria (matematicd) a Informatiei (Claude Shannon)

(i) Gradul de dezordine (de nedeterminare)

Sa consideram un ansamblu (colectiv) statistic complet C de evenimente incompatibile
(Intre ele): C = {El JEy,...Ey }; fie p; probabilitatea de aparitie a evenimentului E; (i = 1,2, ... n).

Conform axiomatizarii matematicianului rus Hincin (care permite o deducere relativ simpla
a expresiei gradului de nedeterminare, v. [16], p. 210-212), gradul de nedeterminare depinde de
probabilitatile py, p»,...p, prin intermediul unei functii H( py, p2,...p,;) avand proprietiti de:

1) simetrie: H(p2, p1s-Pn) =H(pP1,P25-Pn) >
2) valoarea maxima a gradului de nedeterminare este atinsa pentru distributia uniforma:
: 1
H(p1,p2,...py) =maxim pentru: p;=pr=..=p, =

3) prelungire: H( p1,p3,...py.0)=H(p1, p2,...p;) (addugarea unui eveniment imposibil

(de probabilitate nuld) nu schimba valoarea gradului de nedeterminare),
4) continuitate: functia H( p1, p>,...p, ) trebuie sa fie continud fatd de toate variabilele

sale: p1,p2,...Pn>
n
5) liniaritate: H(CC")=H(C)+ Y. p;H(C'NE;) ,
i=l1
unde H(CC") si H(C'E;) sunt gradele de nedeterminare corespunzand ansemblului {El- E] }

- produs cartezian al colectivelor statistice C si C’, respectiv colectivului statistic C’, in conditiile n
care s-a produs (realizat) evenimentul E;.

(ii) Entropia informationala (cantitatea de informatie)
Se deduce ca functia H( p1, pp.,...p, ) care satisface conditiile de mai sus are expresia:

n
H(p1,p2sPp) = —a 2 pilogp pi
i=1
unde a si b sunt constante arbitrare, care satisfac (totusi) conditiile: @ > 0 si b > 1 . Se constata ca
gradul de nedeterminare H( p1, py,...p,) reprezintd valoarea medie (teoreticd) a asa-numitei

entropii informationale, definitd prin relatia:
Si =—a-logp p; .
Deoarece p; >1, b>1si a> 0, entropia informationald este pozitivd; se constata cd daca
p; scade spre 0 (zero), entropia informationald creste (lent) spre infinit. Acest lucru justifica

denumirea de “cantitate de informatie” folosita (de asemenea) pentru entropia informationala.
Unitatile folosite pentru cantitatea de informatie sunt definite pentru a = 1:

bit (ansamblul literelor semnificative (subliniate) din denumirea engleza “binary information unit)
daca b =2,

nit (natural information unit) dacd » =e~2,718281... (numarul lui Euler), respectiv:

dit (decimal information unit) pentru b =10.
Pentru o distributie continud, entropia informationala va avea expresia:

S =—a-logy ¢ + constantd .

Se constatd ca — daca spatiul evenimentelor coincide cu cel al fazelor, daca a=kp sib=e
(numarul lui Euler), entropia informationala va fi identica cu entropia termodinamica.
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Problema

2. Absenta unui atom (sau unui ion) dintr-un nod al retelei cristaline este numita vacanta. Pornind
de la aproximatiei lui Stirling: In N/ = N(InN — 1) pentru N >>1, evaluati entropia termodinamica
corespunzand unui cristal avand N, vacante pentru un numar total de N noduri ale retelei cristaline
(N, N,>>1).

Rezolvare: Orice dispunere diferitd a vacantelor dintr-un ansamblu de N noduri ale retelei
cristaline reprezintd o microstare. Numadrul total de dispuneri diferite ale celor N, vacante din
ansamblul celor N noduri existente coincide cu populatia K a colectivului virtual de microstari
compatibile cu macrostarea (N, N, ):

K:Cx" E(}ivaz—N! .
v NJ(N-N,)
Se constata ca entropia termodinamicd a acestui sistem este
S =kp InK +constante = kp [ln N'-In N, !-In(N - N,, )'] + constanta ,
de unde: S =kg[N(-1)~ N, (In N, ~1)-(N =N, XIn(N = N, )~1)] + constanti,

N —
+ N, In

14 v

s1 —1in final: S=kp {N In v } +constanta .

3. S-a constatat (v. §7.1-7.4) ca distributia continud descrisda de densitatea de probabilitate
n
(x)=> piS(x—x,-) conduce la o aceeasi expresie a valorii medii teoretice < fo (x)> ca si

distributia discretd care corespunde colectivului complet de evenimente incompatibile
CE{xl,xz,...xn}, caracterizate de probabilititile pq, ps,..p,. a) Verificati de asemenea

coincidenta conditiilor de normare; b) gasiti o expresie a valorilor finite ale entropiei informationale
S =-a-logy ¢ + constanta corespunzand densitatii de probabilitate P (x) si valorilor x = x;

(i = 1,2,..n); c) aratati ca expresia valorii medii a acestei entropii informationale coincide cu cea
obtinuta pentru distributia discretd ( p1, p2,...p5 )-

Rezolvare: a)l= j 1% (x)dx— f Zpl 8(x —x; )dx—Zp, f 8(xx —x; )dx = Zpl (c.ctd)

—ooi=1 i=zl - i=l
b) Pentru a evita (pentru x =x;,i=1,2,..n) valorile infinite corespunzand expresiei:
S =—a-logy ¢ + constantd,

n
pentru o valoare nuld a constantei, daca: p = p (x) =D, pié(x —X; ), se poate identifica constanta

i=l1
prin logy dx si se poate scrie entropia informationald in forma:

n
S=-alogy( o ddx) :—a-logb[ZpiB(x—xi )dx:l =
i=1

n

--atogy| it )l ol
i=1

unde € (>0) este o constantd avand o valoare neglijabila (H(x) este functia lui Heaviside).

©) §= J 0 de——a] Zpl (x_xi)'IOgb{ipi[H(x_xi+8)_H(x_xi_8)]}dx
—00 —ool 1 i=1
si —1n final:
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~ n

S=—a2pl f 8(x— xl)logb{Zpl[H(x Xj+¢g)- H(x—xi—a)]}dx=—a2pi logp pi -
i=1 —00 i=1 i=1

4. Pornind de la expresia densitatii probabilitdtii corespunzand distributiei normale N-

. 1 el .Tl.g
dimensionale: o (xl 3 XD 0 XN ) =———eXp| ————— | ,
nN Z(zn)N\det T 2

unde &' E(xl —(x1) %2 =(x2) XN _<xN>oo) este transpusul vectorului “coloand” & al

—|

erorilor (abaterilor) absolute €; = x; —<xl~>oo =Xj —Xjoo lar T este matricea covariantelor, cu
elementele: I = <8 i€ J> <(xl <xl->oo Xx j —<x j >OO)>, iar detI" este determinantul matricii I,
gasiti expresia entropiei informationale (in nit) corespunzdnd wunei distributii normale
bidimensionale ¢ (x,).

n

Rezolvare: Fie A(x;)= o2 (x;)= <(xl~ - <xl~ >OO )2> - dispersia variabilei x si:

o0
Cov(xi, X )E Iy = <(xl~ —<xl~>oo ) (xj —<xj >oo )> - covarianta variabilelor x; 1 x; .

:( A(x) Cov(x, y)] deci:

in cazul bidimensional, avem: ?
Cov(x,y)  A(y)

= Cov(x,y) 2 Cov(x,y)
det T = A(x)A(y)| 1- (—’yJ = A(x)A(y)(l —r? ), unde: =200 ege coeficientul
o(x)-a(y) o(x)-o(y)
de corelatie al variabilelor x si y. Deoarece:
T-1_ | A(y) —Cov(x, y)
det T |~ Cov(x, y) A |’
se obtine:
= A —Cov(x, X,
el . T le= ! (X=X, V= Voo )- ) ov(x y).x ioo , deunde:
A(x)A( y)(l —r? ) —Cov(x,y) A | |y=Veo
~ 2 ~ 12 ~ ~
ET-?_l-EZ 1 {x_xoo} +{V_yoo} 9 Cov(x, y) A X V)
1—r2 || o(x) o(y) o(x)-o(y) o(x) o(y)

In final, se giseste:

1 1
o (x y)= = oXp *(—)
275 o(x)o(y)V1— 2 { 2 -r

sunt erorilor (abaterile) reduse ale variabilelor x §i y .

gz(x>—2r-q(x)g<y>+q2<y)} :

unde: q(x)— si: g(y)——

()

Entropia informationala (in nit) corespunzatoare va fi:
~ 72 ~ 72 ~ ~
x_xoo} +|:y_yoo} _2r_x_xoo.y_yoo
o(x) a(y) o(x) oy

+ ln[2n -o(x)o(yN1-r 2 } .

Sinf. =—In @, (x,y) = 2(1—1r2) |:
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