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Cap.4. Elemente privind formalismul analitic al fizicii

4.A. Notiuni de baza privind simetriile fizice

§4A.1. Deficientele formalismului newtonian al mecanicii
Consideram un sistem de N puncte materiale, de mase m, si coordonate momentane
X, v, z; (i=1,2,...N), care interactioneaza intre ele (v.figura 4A.1). Fie F.(X,, ¥,»2,»Xys2y) -

forta care actioneaza asupra particulei i. Conform formalismului newtonian al mecanicii, evolutia
in timp a sistemului celor NV puncte materiale poate fi obtinuta prin integrarea sistemului format

de cele 3N ecuatii diferentiale “intrepatrunse’:
2
m, % =F (X, 01525 %,0.2y)
m, % =F,(x,11,21,X,,-2y) 5
ml%zle(xl,yl,zl,xz,...zN), (4A.1.1)
m, ddz;z =F (X012, %552y ) 5
my d;,% = Fn (X 01520, X550.2) -

Dupa cum se constatd din volumul 1 al lucrarii
[1], chiar in cazul N=2, integrarea acestui sistem de
ecuatii diferentiale este dificild, putand fi realizata doar
dupa efectuarea catorva artificii matematice relativ
subtile (constand — 1n acest caz - in trecerea de la
coordonatele carteziene la cele sferice). Incepand cu
N=3, sistemul de ecuatii (4A.1.1) de mai sus nu mai
admite — 1n cazul general — o solutie analiticd, integrarea
sa necesitand utilizarea unor metode de aproximatii
succesive (problema celor 3 corpuri). Chiar si in cazul
sistemelor cu N=3 puncte materiale care admit solutii
analitice ale sistemului de ecuatii (4A.1.1), artificiile
matematice care conduc la solutiile analitice
corespunzatoare nu sunt evidentiate de formalismul
newtonian al mecanicii. Este fireascd intrebarea: care este motivul pentru care formalismul
newtonian intdmpina dificultati chiar in cazurile particulare ale existentei unor solutii analitice?
Este usor de constatat cd motivul constd in neluarea in consideratie de cdtre formalismul
newtonian a simetriei specifice fiecarei probleme fizice. Spre exemplu, utilizarea coordonatelor
carteziene pentru descrierea miscarilor de pendulare, respectiv de rotatie ale unui pendul
matematic (v.figura 4A.2) este total neadecvata.

Fg 4A.1
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Deoarece pentru disciplina Fizica predata studentilor
ingineri, cele mai importante sisteme fizice sunt cele 0
cristaline, respectiv cele moleculare, urmatoarele paragrafe
vor studia indeosebi simetriile geometrice nepunctuale
(specifice cristalelor), respectiv cele punctuale (specifice
moleculelor). Unele elemente suplimentare privind simetriile
fizice au fost deja discutate in cadrul capitolului 2 (in
legatura cu teoremele de conservare), vor interveni si in M )
partea a doua (B) a acestui capitol, precum si in cadrul

capitolelor urmatoare. _ 7

§4A.2. Vectori de baza si celule elementare Fig 4A.2
ale retelelor cristaline

Deoarece dimensiunile corpurilor solide uzuale (de ordinul de marime al 1 cm) sunt mult
mai mari decit distantele interatomice (de ordinul a 107" m), esantioanele uzuale de solide pot fi
considerate drept infinite pentru fenomenele locale (interatomice).

Cei mai mici vectori necoplanari a,b si ¢ ai unei retele cristaline, care au proprietitile:

(1) efectuarea operatiei de simetrie de translatie 7,, definitd drept translatia de la un

vector arbitrar de pozitie 7 pana la noul vector de pozitie:
Fo=F+ma+nb + pc (4A.2.1)

(m,n si peZ, unde Z este multimea numerelor intregi, —
valorile m,n si p nefiind mult mai mari decat 1),
conduce la o noud configuratie a retelei cristaline
(presupusa drept infinitd) identica fatd de cea initiala,

(i1) paralelepipedul (numit celula elementara
simetricii) care are vectorii @,b si ¢ drept laturi (v.

Figura 4A.3) posedd numarul maxim de elemente de
simetrie ale respectivei retele cristaline [1],[2], sunt
numiti vectori de baza (sau vectori de periodicitate)
ai retelei cristaline considerate.

O altd caracteristicd importantd a celulei
elementare de simetrie este volumul sau:

V. =a-(bxec). Fig 4A3

Un sistem infinit de puncte materiale (atomi
sau ioni), care pot fi obtinute pornind de la un singur
punct material (atom sau ion) prin intermediul

operatiilor discrete de translatie 7, este numit retea .1 .2 .3 .4
cristalina simpla (Bravais) (v. Figura 4A.4a, pentru a a a
cazul particular al unei retele uni-dimensionale). Daca

obtinerea prin translatii discrete a unui sistem infinit 2,8y
periodic de puncte materiale (atomi sau ioni) este Oe . .
posibild doar pornind de la o baza formata de N (>2)

atomi, avem o retea cristalind complexa (v. Figura <a—> <T>

4A.4b, corespunzand unei retele complexe unidimen-
sionale). Fizicianul francez Auguste Bravais (1811-
1863) a aratat ca — in functie de caracterul simplu sau Fig 4A.4
specific complex al retelei cristaline - existd 4 tipuri de
celule (unitate) elementare simetrice tri-dimensionale:
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celula elementard simetrica simpla (notata prin P, de la denumirea "retea primitiva", v. figura
4A.5a), celula cu baze centrate (notatd prin B sau C, figura 4A.5b), celula elementara simetrica
cu fete centrate (simbol F, fig. 4A.5¢) si cea cu volum centrat (simbol I, figura 4a.5d).

Deoarece tipurile specifice de retele si celule elementare (unitate) de simetrie depind de
simetria retelei cristaline, urmatoarea sectiune va examina aceasta problema.

§4A.3. Principalele elemente si operatii de simetrie corespunzand

sistemelor fizice

O transformare geometrica pentru care configuratia finald a sistemului fizic studiat este
identici cu aceea initiala este numita operatie de simetrie (simbol O). In afara operatiilor de
simetrie de translatie (§4A.2), sistemele fizice admit unele operatii de simetrie care pastreaza
nemodificatd pozitia cel putin unui punct material al sistemului; aceste operatii sunt numite
operatii de simetrie punctuale. Aceste operatii corespund anumitor elemente de simetrie
punctuale.

Principalele elemente §i operatii de simetrie
punctuale sunt sintetizate in Tabelul 4A.1.

Vom sublinia cd existenta unei axe S,, de rotatie si
oglindire de ordinul 2n nu implicd in mod necesar existenta
axei C,, corespunzatoare si nici a planului o,; pentru a
exemplifica acest lucru, Figura 4A.6 prezinta configuratia de
echilibru a inelului moleculei de ciclohexan (aceasta
moleculd posedd o axa §,, dar nu admite elementele de

simetrie corespunzatoare C, si 0,).

Desigur, existd de asemenea combinatii ale
operatiilor de simetrie punctuale si a celor de translatie. Spre
exemplu, efectuarea unei translatii si a unei rotatii este

A

A N
echivalentd cu o operatie de insurubare: S =C,T=z ,

unde 7'r E(F—>F+m5+n5+p5).
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§4A.4. Grupuri de simetrie

Deoarece o operatie de simetrie conduce la o configuratie a sistemului fizic studiat
identica cu aceea initiala, efectuarea succesiva a doud operatii de simetrie conduce de asemenea
la o configuratie identicd cu aceea initiald, deci produsul a doud operatii de simetrie este egal
cu o alta operatie de simetrie:

A

0,0, =0 . (4A.4.1)

Se poate constata de asemenea usor ca operatia de identitate £ este o operatie neutra,
deoarece:
Er=r (4A.4.2)
Al A
Operatia inversa de simetrie O (fatd de cea directd O) fiind definita drept cea care

satisface conditiile:
-1 -1

00 =0 0O=EF, (4A.4.3)
se constata ca existd operatii inverse de simetrie pentru fiecare tip de operatii de simetrie:
Al A Al N Al A Al A 2n-1
Tmnp = Tfm,*n,fp N Cn = Cn N Gv,h,d = O-v’h,d N S2n = S2n S.a.m.d. (4A.4.4)
si - in general:
(02 01)71 =010 (4A.4.5)

Reiese ca structura algebrica a multimii operatiilor de simetrie care apartin unui sistem
fizic dat corespunde unui grup (simbol G).
Numarul % al elementelor grupului este numit ordin al grupului.

A AN
Dupa cum pentru orice pereche de operatii de simetrie 01,0, € G, avem:

0:0,=0,0, (4A.4.6)
sau nu, respectivul grup de simetrie este numit grup abelian, respectiv grup neabelian.
Pentru fiecare grup de simetrie, tabelul care cuprinde produsele diferitelor perechi de
operatii de simetrie este numit tabel (specific) de multiplicare a elementelor grupului.
Se defineste conjugatul elementului O; fatd de elementul O; cu ajutorul relatiei:

LA A

O: = 61 0:0; (4A.4.7)
Nota: Folosirea parametrilor: (i) caracterul operatiei punctuale s (=1 pentru operatiile de
rotatie sau un numar par de operatii de oglindire si s = —1 pentru un numar impar de operatii de
oglindire) si: (i) parametrului vectorial g , definit drept:

5=sin[%+(s—1)%]-1 , (4A.4.8)

unde ¢ este unghiul de rotatie, iar 1, este vectorul unitar (versorul) axei de rotatie (respectiv al

normalei pe planul de oglindire), permite deducerea simpld a produselor, inverselor si
conjugatelor oricaror operatii de simetrie punctuale [3].

Astfel, efectuarea operatiei punctuale O:(q,,s,) dupd operatia punctuald Oi(g,,s,)
conduce la operatia punctuald echivalenta:

0(q.5)=02(q,,5,)-01(q,,5,)=0[5,(q:9, + 4,4, =4, Xq, ).5,5,] (4A.4.9)
unde "norma" q' a dualului q' al vectorului q si parametrul s, sunt definite drept:

¢ =N1=¢| sic s, =sign(qig, ~4,-7,) (4A.4.10)
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In mod similar, inversa oricarei operatii de simetrie punctuale este data de expresia:
1

O (q,5)=0(—q,s) (4A.4.11)
In fine, conjugatul operatiei de simetrie O, fat de o alta operatie de simetrie punctuala

6‘,» este [3b]:
-1

0, 0:0;=0[2q,-q,)q, +2q4(q,%xq,)+(q; —4; )q,.5,] (4A.4.12)

Problema 4A.4.1: Dacd O si O, sunt doud conjugate diferite ale O;, demonstrati ca Oy si

A

O, sunt de asemenea conjugate intre ele.
A A -1 A A A A A A A
Rezolvare: Deoarece: O, =0, O;0, (unde 0;0,;,0+,0,,0, €G), se constatd ca:
A A A N -1 A A A -1 A A -1 A A A -1 A
0:=0,0,0;, =0,0,0, ,deci: 0, =(0, 0;)0:(0, O0,;)" .
—1 A

A
Deoarece — in conformitate cu definitia grupurilor - produsul O, O; este de asemenea o

A A
operatie de simetrie a grupului G, reiese cad operatiile de simetrie Ox si O, sunt de asemenea
conjugate intre ele.

A

Multimea elementelor O,0,.,... conjugate ale O; fatd de diferitele elemente O;

(j=1,2,...h) formeaza clasa de simetrie asociata elementului O;. Desigur, pentru grupuri
abeliene, fiecare element formeaza el insusi o clasa (deci, numarul claselor unui grup abelian
este egal cu ordinul grupului). Pentru a studia in detaliu structura claselor de simetrie ale
diferitelor grupuri punctuale, v. spre exemplu [3].
Problema 4A.4.2: Deduceti clasele de simetrie ale
grupului punctual C,, corespunzind operatiilor de simetrie
permise de configuratia de echilibru (triunghiu isoscel) a
moleculei de apa.

Rezolvare: Configuratia de echilibru a moleculei de apa
admite (v. Figura 4A.7) patru operatii de simetrie:

. . . 2r DA . . .
identitatea E, rotatia cu EY radiani 1n jurul axei de simetrie

C, a moleculei, planele de oglindire "verticale" o

vl

(planul moleculei) si o, (planul bisector). Rezultatele
privind produsele diferitelor operatii ale acestui grup de
simetrie sunt sintetizate in Tabelul 4A.2, care reprezinta
astfel tabelul de multiplicare al acestui grup. Din acest
tabel, se constatd ca grupul de simetrie C, este abelian.

Reiese de asemenea cd grupul punctual C,, are clase de simetrie: E, C,,0,, si 0,, .
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Tabelul 44.2.
A
) E G Cy1 Oy2
A
O1
E E CZ Oy1 Oy2
G G E Cy2 Oy1
Oyl Oyl ) E G
Oy2 Cy2 Oyl &) E

Produsele O: O: operatiilor grupului de simetrie C,,

§4A.5. Grupuri punctuale particulare si sistemele cristaline care

le sunt asociate
Este posibil sa se constate usor cd anumite grupuri punctuale sunt asociate sistemelor
cristaline posibile.
a) Grupuri punctuale si sisteme cristaline de joasa simetrie
Dupa cum un grup de simetrie nu include axe de rotatie de ordin n23, include o singura
asemenea axa, sau include mai multe axe C, (n>3) , respectivul grup este numit de joasa,

medie sau — respectiv - de inalta simetrie.

(i) Grupul punctual §,; sistemul cristalin triclinic
A N 2n-1 2n

In general, grupul S, include operatiile de simetrie S2,,524,...82, si Sz, = E . Grupul

A

A A

punctual S, include doar identitatea E si inversia S» =1. In timp ce Figura 4A.8a prezinti o
moleculd (C,Cl,Br,H,) a carei configuratiec de echilibru apartine acestui grup de simetrie,

figura 4A.8b prezintd singura celuld elementard de simetrie (cea simpld, P) care corespunde
sistemului cristalin triclinic (cu 3 inclinatii diferite: ¢ # f#y, a#b=#c), iar figura 4A.8c

explicd de ce celula elementara cu baze centrate C (= B) nu poate exista pentru acest sistem
(aceasta celuld s-ar reduce la alte celule elementare triclinice simple, cu lungimi mai mici ale
laturilor decat acelea corespunzand adevaratei celule elementare).

(i1) Grupul punctual C,;,; sistemul cristalin monoclinic
in general, grupul de simetrie C,;, include operatiile corespunzand produsului cartezian al

/\2 A VASAN A A A A

grupurilor C, si ¢,: {Cu,Cu,...Co =E,Cy0h,...Co 04y =04 }. In particular, grupul punctual

n n

C,, include doar operatiile Ca,0, si - desigur - inversia / si identitatea E. Figura 4A.9a
prezintd o moleculd (C,CI/,Br,H,) a carei configuratie de echilibru apartine acestui grup de
simetrie (C,, ), in timp ce figurile 4A.9b si 4A.9¢c prezinta cele 2 celule elementare de simetrie

(celula elementara simpld P si aceea cu baze centrate (o pereche de baze paralele cu axa C, [4]),
notatd prin C sau B) ale sistemului cristalin monoclinic (cu o singurd inclinatie:
y#90° =a=La#b#c).
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(ii1) Grupul punctual D,;, (=V},) ; sistemul cristalin ortorombic
Pornind de la grupul D, , construit in baza unei axe C, si a n axe de rotatie U,
(perpendiculare pe axa C, ), se obtine — printr-un produs cartezian cu grupul o, , corespunzand
identitatii si operatiei de oglindire intr-un plan "orizontal" (perpendicular pe axa C,) - grupul
punctual D, =D, xo, .

in particular, grupul punctual D,, include operatiile de simetrie corespunzand (asociate)
celor 3 axe de rotatie (reciproc perpendiculare) C, si de asemenea - desigur - inversia / si

identitatea E . Figura 4A.10a prezinta configuratia de echilibru a moleculei C,H ,, care apartine
grupului punctual D,,, in timp ce Figura 4A.10b arata cele 4 celule elementare de simetrie:

celula elementara primitiva P, cea cu baze centrate C (= B), celula elementara cu volum centrat /
si - in sfarsit — celula elementard cu fete centrate F, ale sistemului cristalin ortorombic
(a=p=y=90°, a#b+c).

b) Grupuri punctuale si sisteme cristaline de simetrie medie

Deoarece suma of unghiurilor unui poligon cu » laturi este egala cu (n—2)r radiani,

(n=2)

n o .
radiani. Conditia
n
de "umplere" a planului in jurul centrului de inversie este echivalentd cu cerinta:
2 _ 2n
(n-2)r/n n-2
se adauga desigur — pentru grupurile de joasa simetrie — si ordinele n=1, respectiv n=2).

unghiurile din varfurile unui poligon regulat cu » laturi sunt egale cu

€ N, care este Indeplinitd doar de axele C,, de ordinele n=3; 4 si 6 (la care

(1) Grupul punctual Dg;; sistemul cristalin hexagonal
Operatiile (si clasele) de simetrie ale grupului punctual D, corespund axei de rotatie
C,, celor 6 axe U, (perpendiculare pe axa C;), planului de simetrie "orizontal" (perpendicular

pe axa de rotatie C;) o,, axelor C,,C, si S, (situate toate in lungul directiei axei de rotatie

C,), precum si operatiilor de inversie } , respectiv identitate IAZ . Figura 4A.11a prezinta
configuratia de echilibru a moleculei de benzen (C,H ), care apartine grupului Dy, , in timp ce
figura 4A.11b aratd singurd celuld elementard de simetrie (cea primitiva, P) corespunzand
sistemului cristalin hexagonal (y =120°,a = =90,a=5b#c), care admite operatiile de
simetrie ale grupului punctual D, .

(i1) Grupul punctual Dy, ; sistemul cristalin tetragonal
Operatiile (si clasele) de simetrie ale grupului punctual D,, corespund: axei de rotatie

1

C,, celor 4 axe U, (perpendiculare pe axa C,), celor 4 plane "verticale" de simetrie o,

(paralele cu axa de rotatie C,), planului "orizontal" de simetrie o, (perpendicular pe axa C,),
axelor C, si S, (care au directia axei de rotatie C,), precum si operatiilor de inversie / si

identitate E . Structura multimii formate de aceste elemente de simetrie este similard celei
corespunzand grupului D, , un examplu de moleculd a carei configuratie de echilibru apartine

grupului D,, fiind cea a ciclobutanului (C,H). Figura 4A.12a prezinta cele 2 celule elementare
de simetrie: cea primitivd P si celula cu volum centrat /, corespunzand sistemului cristalin
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tetragonal (4 unghiuri identice in jurul centrului de inversie, in planul perpendicular pe axa de
inaltd simetrie: a ==y =90° si: a=b#c), care include operatiile de simetrie ale grupului
punctual D,, .

(iii) Grupul punctual Dy, ; sistemul cristalin trigonal (romboedric)

Elementele de simetrie care genereaza grupul D,, (=S,,,) sunt: axa de rotatie C,,, cele
n axe U, (perpendiculare pe axa C,) si cele n plane "diagonale" de simetrie (bisectoare fatd de
perechile de axe U, vecine). In particular, operatiile (si clasele) de simetrie ale grupului
punctual D,, (=S, ) corespund: axei C,, celor 3 axe U,, celor 3 plane "diagonale" de

simetrie o, (fiecare dintre ele fiind perpendicular pe cate o axa U, ), axei S, (avand directia

axei C,) si — in sfarsit — centrului de inversie i (operatia de identitate E fiind, desigur, de
asemenea inclusa).

Figura 4A.13a prezinta configuratia de echilibru a moleculei de etan (C,H,), care
apartine grupului punctual D,,(=S,, ), in timp ce figura 4A.13b aratd singura celula elementara
de simetrie (cea primitivdi P), corespunzand sistemului cristalin romboedric (trigonal:
a ==y +#90° a=b=c), care admite operatiile de simetrie ale grupului punctual D,,. Vom
mentiona ca o asemenea celuld elementard corespunde cristalului de carbonat de calciu (calcit),
care este folosit pentru fabricarea prismelor nicol (aceste prisme sunt folosite pentru a obtine
polarizarea luminii prin birefringenta).

¢) Grupuri punctuale de inalta simetrie; sistemul cristalin cubic

Principalele grupuri punctuale de inaltd simetrie sunt: 7, (corespunzand tetraedrului si —
in particular — configuratiei de echilibru a moleculei de metan (CH,); v.figura 4A.14a) si O,
(corespunzand cubului; v.figura 4A.14b). Principalele elemente de simetrie ale grupului punctual
T, sunt: cele 4 axe C,, cele 3 axe C, (reciproc perpendiculare) si cele 3 plane "diagonale" de
simetrie o, in timp ce principalele elemente de simetrie ale grupului punctual O, sunt: cele 3
axe C,, cele 4 axe C,, cele 6 axe C, si cele 3 plane "orizontale" de simetrie o, (perpendiculare
pe axele C,). Multimea operatiilor de simetrie ale grupului punctual O, cuprinde cele 3 axe C,
(reciproc perpendiculare), cele 4 axe C,, cele 4 axe de rotatietoglindire S, (avand directiile
axelor C,), cele 3 axe S, (situate dupd directiile axelor C,), cele 6 axe C,, cele 9 plane de
simetrie (dintre care 3 plane o, si 6 o), centrul de inversie i si include - desigur - si identitatea
E.

Analiza sistemului cristalin cubic (a=b=c; a ==y =90") arata ca — in acest caz — pot
exista 3 celule elementare de simetrie: cea primitiva P, celula elementard cu fete centrate F §i
celula elementara cu volum-centrat / (v. figura 4A.15). Mentionam ca cele mai multe retele

cristaline ale metalelor apartin sistemului cristalin cubic, avand celule elementare de simetrie cu
volum centrat I: Li, Na, K, Cr (@), Fe (formele cristaline «,,0), Rb, Zr, Nb, Mo, Cs, Ba, Ta,

W, respectiv celule elementare de simetrie cu fete-centrate F: Al, Cu («), Fe (forma y ), Co, Ni,
Cu, Sr, Tc, Pd, Ag, Pt, Au, Pb, Th si altele [5].
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In sfarsit, analiza de mai sus arati ci - in cazul retelelor cristaline tridimensionale — exista

7 sisteme cristaline diferite, carora le corespund 14 tipuri diferite de celule elementare de
simetrie (vezi Tabelul 4A.3, [3],[5] and [6]).

Tabelul 44.3.

TIPUL Grupul SISTEMUL CRISTALIN| Tipurile celulelor Exemple
SIMETRIEI | punctual tipic elementare Importante
JOASA S, TRICLINIC P
(azbzcazf+y)
JOASA C,, MONOCLINIC P,C (=B) o,p-Se
(a=F=90°#yazb=c)
JOASA Dy, (=Vy) ORTOROMBIC P,C,F,1 Ge, S, a.—Np
(a=B=y=90axb+c) P negru
MEDIE Dy, HEXAGONAL P Cuart (aprox.),
(y=120";a=B=90°:a=b+#c) Mg s unele metale
MEDIE Dy, TETRAGONAL P, 1 In, Sb alb
(a=pL=y=90"a=b#c)
MEDIE Dy, ROMBOEDRIC P CaCO5 (calcit),
(TRIGONAL)I Hg, Bi, grafit
a=pF=y#90°;a=b=c
INALTA 0, CUBIC P,F, 1 Majoritatea
(a=B=y=90a=b=c) Metalelor (v.textul)

Clasificarea sistemelor cristaline corespunzind retelelor cristaline tridimensionale

§4A.6. Elemente de teoria reprezentarilor matriciale ale
grupurilor de simetrie
O aplicatie I, a grupului de simetrie G pe o multime M (cu structura algebrica

1
omoloagd) de matrici patratice de un anumit ordin se numeste reprezentare matriciald a grupului
G in M daca:

a) pentru orice U ;,Ur € G si o lege arbitrara 7' de compunere internd a elementelor
grupului G-
LU, TU)=T,(U;)I,T,(Ux), (4A.6.1)
unde 7 este legea de compunere internd a elementelor multimii M, omoloaga cu legea T a

grupului G,

b) pentru orice (A] ; €G si o lege arbitrara 1 de compunere externa a elementelor
grupului G:
T(alU;)=al T(U;), (4A.6.2)
unde L este legea de compunere externd a multimii M, omoloaga cu legea T a grupului G.
Fie /, ordinul matricilor patratice ale reprezentdrii I, (numit de asemenea si dimensiune
a reprezentarii T)). In cazul in care existd un intreg n, astfel incat: 1<n <[, , iar pentru orice

j=n+1..1,, k=12,.1, sipentruvalorinelule arbitrare v, ,v,,..v, avem:
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[F,-(ffk) "7, =0, (4A.6.3)

0
(deci transformadrile descrise de matricile reprezentdrii mentin vectorii n-dimensionali (7 </, ) in
acelasi spatiu), atunci I, este o reprezentare reductibila.

In cazul in care o reprezentare matriciali T, poate fi obtinuta pornind de la alte

reprezentdri matriciale, cu ajutorul unor compuneri permise de structura algebricd a multimii de
matrici a reprezentarii considerate [spre exemplu, dacd pentru orice k =12,..[, (=1, =1 ):

L(Uw)=T,, (UL, (Ux) (4A.6.4)],
I', este o reprezentare echivalenta cu reprezentarile (spre exemplu I', I, ) care au condus la

obtinerea sa.
Suma elementelor diagonale ale unei matrici a reprezentarii:

/i N A
Z[ri (Uk )]j/ =Xi (4A.6.5)

A
este numitd urma (caracterul) matricii asociate operatiei de simetrie U i in reprezentarea T',.

Problem 4A.6.1: Consideram 2 elemente conjugate lA/ « l} s ale grupului de simetrie G. Aratati
ca urmele (caracterele) matricilor asociate acestor elemente, pentru orice reprezentare matriciala
[, suntegale: 7, =x,;-

Rezolvare: In conformitate cu definitia elementelor conjugate ale unui grup G (v. relatia

A A A -1 A A
(4A.4.7)), existd un element Uy eG astfel incat: Uy =U, U, U,. Rezulta ca:

i /\71 A A
Xip = 2 AT (U )], [T, (Ua)],, [T (U )], =

J.l.m

I A A A Al
= DT, (Ua)]sz[T,« (Uy )1, [T (Uy )]} =

I, m=1

I,m=1

/; A
= [rz (Ua)]lmé‘lm :Zia .

Deoarece rezolvarea multor probleme de Fizicd simplificate de teoria grupurilor necesita
doar cunoasterea urmelor (caracterelor) matricilor reprezentdrii, vom indica in continuare
teoremele reprezentarilor matriciale ireductibile neechivalente (v. de asemenea [8],[9],[3]):

(i) numarul reprezentarilor matriciale ireductibile neechivalente ale unui grup simetrie
este egal cu numarul N, al claselor grupului,

(i) suma patratelor dimensiunilor reprezentarilor matriciale ireductibile neechivalente
este egal cu ordinul /4 al grupului:

12=h, (4A.6.6)
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(ii1) vectorii formati - pentru fiecare reprezentare ireductibila a multimii de reprezentari
neechivalente — de valorile urmelor (caracterelor) matricilor asociate fiecarei operatii a grupului
de simetrie sunt ortonormate:

h
D XAy =h6y (4A.6.7)
j=1

(iv) numadrul n, al reprezentdrilor matriciale ireductibile neechivalente de tipul I; incluse
de o reprezentare reductibild arbitrara T este dat de expresia:

LS axUe) (4A.6.8)

n, =
hi=

unde y(U:) este urma (caracterul) matricii asociate operatiei de simetrie Ui pentru
reprezentarea reductibilad I".

Reprezentarea matriciald care descrie transformadrile coordonatelor tuturor punctelor
materiale ale sistemului studiat (la aplicarea diferitelor operatii de simetrie) este reprezentarea
completd a acestui sistem.

Tinand seama ca:

(i) matricile care corespund rotatiei R(@ ) cu unghiul ¢ respectiv unei rotatii cu unghiul
@, urmata de oglindirea in planul perpendicular pe axa de rotatie: S(¢@ ) sunt:

cosp singp 0 cosp singp 0

adl

(p)=|-sin@p cose O0f,respectiv: §(¢)) =|-sinp cosp O (4A.6.9)

0 0 1 0 0 -1
deci contributia fiecarui punct material al sistemului aflat pe un element de simetrie de tipul
C(p) sau — respectiv - S(@), la valoarea urmei (caracterului) operatiei de simetrie
corespunzitoare pentru reprezentarea completa este:

Ay . [R(p)] =2cosp+1,respectiv: Ay . [S(p)] =2cos p—1 (4A.6.10)
rezultd ca urmele (caracterele) corespunzand reprezentarii complete sunt:

2. [R(9)] =N, (2cosp+1), respectiv: z. [S(¢)] =N(2cosp—1) (4A.6.11)
unde N, si N sunt numerele de particule ale sistemului (puncte materiale) aflate pe elementele

C(p) si—respectiv- S(@).

Problema 4A.6.2: Consideram molecula de amoniac, a carei configuratie de echilibru are forma
unei piramide triunghiulare regulate.

Deduceti:

a) urmele (caracterele) reprezentarilor matriciale ireductibile neechivalente ale grupului punctual
C,,, care corespunde configuratiei de echilibru a moleculei de amoniac,

b) clasificarea — dupa aceste reprezentari matriciale ireductibile — a celor 12 evolutii diferite
corespunzand celor 4 atomi ai moleculei de amoniac.

Rezolvare: a) Analiza tabelului de multiplicare al grupului C,, (intrucatva asemandtor Tabelei
4A.2) arata ca clasele acestui grup sunt: / (identitatea), C, (format de cele doua rotatii permise:
A A 2

Cs si C3) si o, (corespunzand celor 3 plane si operatii de oglindire: ©,,,0,,,0,;, v. Figura
4A.16). In conformitate cu prima teorema a reprezentirilor matriciale ale grupurilor de simetrie
(v. mai sus), numdrul reprezentarilor matriciale ireductibile neechivalente ale grupului C,, este

egal cu numarul claselor sale de simetrie: N, , =N_=3.
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Deoarece numarul operatiillor de simetrie ale grupului C,, este egal cu:
h=1(1)+2(C,)+3(c,)=6, cea de a doua teorema a reprezentdrilor matriciale ireductibile
neechivalente capiti urmitoarea expresie particulari: [} +1; +1} =6. Intrucat [/, /, sunt
intregi pozitivi, singura solutie a ecuatiei de mai sus este: /, =/, =1 si [, =2, deci grupul C;,
admite doud reprezentari matriciale ireductibile neechivalente unidimensionale (simboluri 4, si
Ay), precum si o reprezentare ireductibila neechivalentd bidimensionald (simbol E). Tinand

seama ca prima reprezentare matriciald ireductibild neechivalentd unidimensionald corespunde
scalarilor proprii (precum temperatura, densitatea masei, sarcina electrica s.a.):

Zl(I)ZZI(C3):Z1(UV)=+1 .

Pe de alta parte, urma (caracterul) identitatii, corespunzand oricédrei reprezentari
matriciale coincide - evident — cu dimensiunea reprezentarii, deci:

X.(1)=1 sty (1)=2.
In sfarsit, se constatd ca a treia teorema a reprezentarilor ireductibile neechivalente
conduce la urmatoarele ecuatii:

1+2x1x y,(C, )+3x1x y,(0,)=0,

1+2X[)(2(C3 )]2+3X[Zz(0'v)]2 =6,
242x1x y (Cy )+3x1x y,(0,)=0

4+2x [y (C)]* +3x[ x5(0,)]” =6,
cu solutia unica: y,(C,; )=1y,(o,)=-1 (deci ca reprezentarea I, corespunde scalarilor
improprii, antisimetrici fata de oglindiri o, fiind astfel de tipul 4,) si:

X:(Cy)=1yx,(0,)=0.

Tinand seama cd numerele de atomi ai moleculei de amoniac ( NH, ) care-si pastreaza
pozitiile (corespunzand configuratiei de echilibru) dupa efectuarea diferitelor operatii
corespunzand grupului de simetrie sunt: N(/)=4,N(C, ) =1 (atomul de azot) si: N(o, 6 )=2
(atomul de azot si un atom de hidrogen, v. Figura 4A.17), in timp ce unghiurile de rotatie

2 .
corespunzatoare sunt: @(/)=0, o(C;)= ?ﬂradiani , ¢(o,)=0, relatiile (4A.6.11) conduc la
urmatoarele caractere ale reprezentdrii complete a moleculei NH | :
X (1)=4x(2x1+1)=12, ;(C(C3)=1><(2><(_%)+1)=0, X.(0,)=2x12x1-1)=2.

In sfarsit, cea de a patra teorema a reprezentarilor matriciale ireductibile neechivalente
determind numerele de evolutii independente ale moleculei NH, care corespund fiecdrei
reprezentari ireductibile neechivalente:

n(Al)=é[1x1x12+2x1x0+3x1x2]:3,
”(Az):%[lxlxu+2><1><0+3><(—1)><2]:1 si:

”(A3):%[1X2><12+2><(—1)><0+3><0><2]:4 .

Caracterele reprezentdrilor ireductibile neechivalente, acelea ale reprezentdrii matriciale
complete a moleculei NH,, precum si natura evolutiilor independente corespunzand moleculei
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NH, , sunt indicate in Tabelul 4A.4. Simbolurile evolutiilor independente din Tabelul 4A.4

corespund translatiilor 7,7, (in planul ortogonal pe axa C,), rotatiilor R ,R R,

Tabelul 4A.4. Caracterele reprezentarilor matriciale ireductibile neechivalente ale grupului
C,,, acelea ale reprezentarii complete a moleculei NH , si clasificarea evolutiilor independente

ale moleculei NH,

Simbolul reprezen- | Clasa de simetrie Tipurile evolutiilor independente
tarii matriciale 1 3 oy, | n (NH3) ale moleculei NH;
A 1 1 1 3 I, 1,
Ay 1 1 -1 1 R;
E 2 -1 0 4 Iy, Ty), (Ry,Ry)
(3a:V3b)s  (Vaa>Vap)
Ceomplere (NH3) 12 0 2 - Toate cele 12 evolutii independente

in jurul axelor Ox, Oy si Oz (care coincide cu axa C3) si vibratiei de intindere simetrice V,,
vibratiei de deformatie simetrice V, (v. Figura 4A.18) si altor 4 vibratii, grupate in cele 2

perechi: (V,,V5,) si (V,,V,, ), ale caror transformari apartin reprezentarii bidimensionale E.

—_
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B. Elemente privind formalismul analitic al fizicii

§4B.1. Notiuni de baza ale formalismului analitic al fizicii

Numadrul evolutiilor ireductibile ale unui sistem fizic (translatii, rotatii, oscilatii,
polarizari, magnetizari s.a.) este numit numar al gradelor de libertate ale sistemului (simbol L).
In cazul sistemelor de naturi mecanici, numirul gradelor de libertate este egal cu numdirul
coordonatelor care determina perfect configuratia sistemului.

Problema 4B.1: Deduceti numarul gradelor de libertate de: a) translatie si rotatie, b) oscilatie,
ale unui sistem mecanic format din N puncte materiale.
Solutie: a) Deoarece — in cazul sistemelor liniare — rotatia in jurul axei sistemului este
nesemnificativa, numarul gradelor de libertate de translatie si rotatie este egal cu: (i) 6 in cazul
sistemelor neliniare (cate 3 grade de libertate de translatie si de rotatie), (ii) 5 in cazul sistemelor
liniare (doar 2 grade de libertate de rotatie).

b) Numarul total al coordonatelor celor N puncte materiale fiind 3N, numarul gradelor
de libertate de oscilatie este egal cu: (i) 3N-6 pentru sistemele neliniare, respectiv: (ii) 3N-5
pentru sistemele liniare.

Marimea fizica care descrie una dintre cele / evolutii ireductibile este numita coordonata
generalizata (simbol g, ). In cazul particular al pendulului matematic, coordonatele generalizate

sunt: unghiul sferic 6 (“latitudinea geografica”) pentru pendulare, respectiv unghiul sferic ¢
(“longitudinea geografica”) pentru rotatia in jurul verticalei (v.figurile 4B.1a si 4B.1b).

g,

Viteza variatiei in timp a unei coordonate generalizate: este numitd viteza

generalizata (simbol g,).

§4B.2. Inducerea ipotezelor de baza ale formalismului analitic al fizicii

Principiile si ecuatiile de baza ale formalismului analitic al fizicii au fost stabilite in
decursul a peste 100 ani, aproximativ in durata secolului XVIII si inceputul secolului XIX. Dat
fiind spatiul limitat al acestui curs, va trebui sa folosim frecvent metoda (de altfel, des utilizata in
Fizica) inductiei incomplete, pentru a regasi rapid principalele rezultate ale formalismului
analitic.

Dupa cum este cunoscut, ecuatiile evolutiilor de translatie, respectiv de rotatie, sunt date

. ... = dp . . 5 : :
de legea a doua Newton a dinamicii: F -2 si relatia analoaga pentru miscarea de rotatie:

dt
— dL . . L . A ”
M = o Folosind metoda inductiei incomplete, este de asteptat ca ecuatia evolutiei “in lungul
t
coordonatei generalizate g, (gradul de libertate i) sa fie de forma:
D, =@ , (4B.2.1)
dt

unde @, si II, sunt forfa generalizata, respectiv impulsul generalizat asociat coordonatei
generalizate ¢, (ipoteza 1 a formalismului analitic al fizicii).

Pentru a identifica (de asemenea prin metoda inductiei incomplete) expresiile impulsului
generalizat §i — respectiv — fortei generalizate, vom porni de la rezultatele obtinute in cadrul
problemei 2.2.3 cu privire la expresiile vitezei i acceleratiei in cazul miscarii plane (v.figura
4B.2):
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v=ri-1+7r0-1,, a=>GF-r6*)1 + 0 +2r6)l, (4B.2.2)
In cazul gradului de libertate azimutal: q, =0, se constatd posibilitatea de a identifica
forta generalizatd i impulsul generalizat corespunzator, pornind de la componenta azimutala F,
a fortei:
.. . d .
@, =1 -F,=m(r’0 +2r-i-6) = E(mrzé’) (4B.2.3)
Se obtine astfel:
@, =m0 + 2r - 70), si: 1, =mr’6 (4B.2.4)

Relatia dintre forta generalizata si componenta radiala F,. a fortei este mai complicata:
. Lod
@, =F +mr®,unde: ¢ =mi= z(mr) (4B.2.5)
t

Rezulta expresia de mai jos a impulsului generalizat asociat gradului de libertate radial:
I1, =mr (4B.2.6)
Avand 1n vedere importanta deosebitd a marimii fizice “energie” in fizica, element deja
subliniat in cadrul introducerii marimilor primitive ale mecanicii, vom cauta o expresie care sa
generalizeze rezultatele date de ecuatiile (4B.2.4) si (4B.2.6), pornind de la expresia energiei
cinetice a unui punct material aflat in migcare plana (v. si relatia (4B.2.2a)):

2
E =" 212 42607 (4B.2.7)
2 2
Se constata ca:
OFE oF
My=—=si: I, =—¢ 4B.2.8
rezultate care pot fi generalizate prin inductie incompleta in forma:
P(q.,q,
1, = P40, (4B.2.9)

aq,

1

unde P(q,,q,;,t) este potentialul impulsurilor generalizate, dat printr-o functie de ansamblele
coordonatelor, respectiv vitezelor generalizate:
4, ={491:92-9,} » 4, =141,92»-9.} -
Deoarece:
P(q;,q:,t) =F,(q,,1) + K(q;,4;,1)
unde P(q,,q,,t) este potentialul efectiv al impulsurilor generalizate, relatia (4B.2.9) poate fi
scrisa in forma echivalenta:

m, = 90040 (4B.2.10)
aq;

(ipoteza a doua a formalismului analitic al fizicii).
In fine, expresiile (4B.2.4) si (4B.2.5) ale fortelor generalizate @, s1 @, pot fi sintetizate

in forma:
OoP(q.,q;,t
0, =0, + A4 (4B.2.11)
aq,
. OP(q,,q;,t . .
unde Q, este forta generalizata de interactiune, iar l(g’—q’) este In mecanica — forta
4

generalizata de inertie (ipoteza a treia a formalismului analitic al fizicii).
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Cele 3 ipoteze de bazd ale formalismului analitic al fizicii (date de relatiile (4B.2.1),
(4B.2.10) si (4B.2.11)) pot fi sintetizate prin ecuatiile Lagrange de speta 1:

a4 | _ o OBG0l) (ynge i=1,2,...1) (4B.2.12)
dt aq, q;

Solutiile sistemului format de cele L ecuatii diferentiale de ordinul 2 (de speta 1) ale lui
Lagrange vor include 2L constante de integrare. Pentru determinarea univocd a evolutiei

sau/si finale de tipul: a) conditiilor care determind complet starea cinematicd initiala (sau
finald):

q:(t) =40 ,9,(t,) =44 » (i=1,2,...L) (4A.2.13)
b) conditiilor care determina complet configuratiile statice initiala si finala:
q:(t) =90, q,(t;)=q,, (=12,..L) (4A.2.14)

sau altele echivalente. Se constatd astfel ca sistemul ecuatiilor Lagrange de speta I-a este
echivalent cu principiul determinismului clasic, deoarece cunoasterea completd a unei stari
cinematice (initiald sau finald) determind univoc evolutia sistemului, atdt din trecut spre starea
considerata, cat si in viitor.

Dupa cum se constatd, ecuatiile Lagrange de speta I-a corespund cazului general al
sistemelor disipative. Deoarece descrierea evolutiei se simplificd sensibil In cazul sistemelor
conservative, vom studia in continuare notiunile i ecuatiile specifice acestor sisteme.

§4B.3. Expresiile fortelor generalizate de interactiune pentru sisteme
mecanice conservative

Fie F (F,F,,.F,,) - vectorul componentelor fortelor care actioneazi asupra a N

puncte materiale:
F=F.

x1°

F,=F

vl

F=F

z1°

F,=F

x2"“F'3N :FZN’
iar X (X, X,,..X;y) - vectorul de pozitie al ansamblului celor N puncte materiale:
Xi=x, X,=y, Xy=2z,, X,=x,,.. X,y =z,.

Deoarece coordonatele generalizate (in cadrul carora pot fi incluse coordonatele centrului
de masda al sistemului — care caracterizeazd translatiile sistemului, unghiurile Euler care
determind pozitia axelor principale de inertie — descriind rotatiile sistemului s.a.m.d.) determina
perfect configuratia sistemului, in cazul unor deplasari extrem de mici (diferentiale) avem:

L
dX; =Y a,dg, (4B.3.1)
i=1

unde coeficientii a; depind de configuratia sistemului.
Sistemul fiind conservativ, avem: dQ =0 (nu se disipd energie sub forma de caldurd),
deci:
3N
dU =-dL=-) F_/(Z aﬁdqij ==Y (Z Fa, dg,=-Y 0dg, (4B.3.2)
j i i j i=1
Alegind deplasarile astfel incat: dg, =dq;6, (unde o, este simbolul lui Kronecker),

se constata ca pentru sistemele mecanice conservative:

0, - _ou (4B.3.3)

aq,
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unde — In mecanica - U(q,,t) este energia potentiala (de interactiune).

§4B.4. Definitia functiei lui Lagrange. Ecuatiile lui Lagrange de speta a

doua
Admitand (prin inductie incompletd) valabilitatea relatiei (4B.3.3) si pentru sisteme fizice
de altad natura, se poate defini functia lui Lagrange prin relatia:

L(q;,9,-t) = F(q,,9,,1) —U(q;,?) (4B.4.1)
Deoarece:
aL aP iar: 8_L:%_6_U_ . _,_% , (4B.4.2)
%, o, 0q; 0q; g oq,

reiese cd — pentru sisteme conservative — ecuatiile Lagrange de speta I-a (4B.2.12) se
particularizeaza in ecuatiile lui Lagrange de speta a doua:

dIOL)N_OL =121 (4B.4.3)
dt\0q, ) 0Oq
Se constata usor cd ecuatiile Lagrange de speta a doua formeazd de asemenea un sistem

de L ecuatii diferentiale de ordinul 2, ale caror solutii sunt determinate univoc de 2L conditii
initiale sau/si finale.

i

§4B.5. Inducerea principiului lui Hamilton
Consideram spatiul fictiv /+1 dimensional al coordonatelor:
{gli=11
si timpului (v.figura 4B.5). Evident, fiecare punct din acest spatiu reprezintd configuratia
sistemului la momentul respectiv. Se pune acum problema traseului (din spatiul configuratiilor si
timpului) pe care evolueaza sistemul intre configuratiile
S, (la momentul initial t;) si S, (la momentul " final"t,) .

In figura 4B.5, traiectoria evolutiei reale (fizice) a sistemului intre cele 2 stiri considerate
mai sus este reprezentata printr-o curba continud, in timp ce o traiectorie imaginara (virtuald)
intre aceleasi stari (relativ apropiatd de traiectoria reald) este reprezentatd printr-o curba
intreruptd. Vom nota prin:

q,(t) si q(t)+dq,(1)
coordonatele generalizate (i=1,2,...[) care corespund traiectoriei reale, respectiv traiectoriei
virtuale la momentul 7. Conform ecuatiilor lui Lagrange de speta a doua (v. mai sus), avem:

oL d
z-‘-{é_qi_z(ﬁq H&; dt = (4B.5.1)

i=l ¢

Calculand “prin parti” integrala corespunzand celui de al doilea termen de mai sus, se

obtine:
L% oL L L) &'toL
0= —-0q.dt — d| — —-oq.dt—1T+ —-d ,
zzllJ. q; & il},[&L (aqij 1-1;':56], % ZZI:J. q; ()
unde:
L g
=250,

Deoarece, la momentele initial si final, cele 2 configuratii considerate sunt cunoscute
exact, avem:

oq,(t;) = 5‘1/(6") =0
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pentru orice i=1,2,.... Reiese cé 1=0, deci:

Zj a,L 4 = (6g,)|de=0 (4B.5.2)
s qu dt

Intrucat modificarea (8q) traiectoriei de evolutie in spatiul configuratiilor si timpului,
respectiv variatia timpului (df) sunt operatii independente, ordinea efectudrii lor poate fi

inversata:
d dq. .
Z(og)=0| Hi|=sg
_oa,) (dJ &,
astfel incat relatia (4B.5.2) devine:
Zf{ : a—.L-&i,}dﬁO (4B.5.3)
i=l ¢ aqz
Avand in vedere expresia diferentialei unei functii de mai multe variabile:
ar(x,,x,,.x, )= 2 o -dx, (4B.5.4)
i=1 xl‘

precum si independenta sumarii peste gradele de libertate, integrarii in timp si modificarii 6q a
traiectoriei, relatia (4B.5.3) capata forma:

6L . y . y .
IZL% "a_qi'@f}df:!5L(q,-,q,«,t)dt=5!L(q,-,qi,t)dt=0 (4B.5.5)

¢ i=1

Definind actiunea mecanica a lui Hamilton prin relatia:

f
0= IL( q,.4,,t)dt (4B.5.6)

[A
reiese cd, pentru traiectoria reala de evolutie, in spatiul configuratiilor si timpului, valoarea
actiunii Hamilton este (fatd de traiectoriile virtuale invecinate) minimd, maxima sau
constanta (nu depinde de traiectoria evolutiei):

minima (cazul cel mai frecvent),
S, ={maxima, (4B.5.7)
constanta.
Acest rezultat corespunde enuntului principiului lui Hamilton. Deoarece pentru marea

majoritate a evolutiilor fizice, actiunea mecanicd a lui Hamilton este minima, principiul lui
Hamilton este numit §i principiul minimei actiuni.

Problema 4B.5.1: Se considerd caderea libera a unui punct material, de masa m, intre cotele:
z, = g-12 /2, lamomentul t,=0 si — respectiv: z,= 0, la momentul t,=1
Sa se verifice cd valoarea actiunii Hamilton care corespunde ecuatiei reale a caderii libere:
z,(t)=c+d-t’
este mai mica decat valorile actiunii mecanice a lui Hamilton, care corespund evolutiilor
virtuale:
z,=a+b-t, respectiv: zy=e+fr.
Rezolvare: Pornind de la conditiile:
7(0)=2,(0)=2,(0) =z si: z(t)=2z(7)=2(1)=2,,

se obtin expresiile:

a=c=e=

%-72, respectiv : b=—2"-, d=-= si: f[f=-2
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Se constata cd ecuatiile care corespund caderilor libere virtuale, respectiv reala sunt:
3

at)=c—t),  nw)=L=r) si: ==L,
2 2 2 r
deci vitezele de cadere sunt:
3gt’
2T

Din relatia (4B.4.1), reiese ca functia lui Lagrange corespunzand unui punct material intr-
un camp gravitational uniform este:

z'l(t)z—%, Z,(t)=—gt, respectiv: Z(t)=—

L(Z,Z',l‘)z%-z'2 —mgz

In final, se obtin urmitoarele expresii ale actiunii mecanice (Hamilton) corespunzand
diferitelor evolutii considerate:

0 0
A 2.3
S, = %(Z’f ~2gz,(1)ldt =~ 3m§OT

0
Se constata ca valoarea actiunii mecanice S, (corespunzand ecuatiei reale a caderii libere) este
mai micd decat valorile actiunilor mecanice care corespund evolutiilor virtuale considerate:
S$>8,>8,.
Nota: In cazul caderii libere descrise de evolutia (in general, virtuala):
n
z(t)=a,+bt"
se obtine:
tn

n—

zn(t)=§(r2— 2}, deci: : (t)=-"8

T 2_
Snzj(ﬂ-éf—mgzn(t))dtz n(n” ~7n+4) -mg’r’
o\ 2 (n+1)(2n-1)

Se constata usor cd minimul functiei S,(n) de mai sus corespunde evolutiei reale: n=2.

§4B.6. Proprietatile functiei lui Lagrange

a) Multiplicitatea functiei lui Lagrange
Consideram functia:
dF(q,
+ (ql 2 t)
dt
unde a §i F(q;,t) sunt o constantd arbitrara, respectiv o functie continud arbitrard de coordonatele
generalizate si de timp. Actiunea Hamilton, corespunzand functiei L (q;, dg;/dt, t) este:
Iy i
, . dF(q,.t) .
SH = I|:a .L(qi’qwl)—i_T dt = ajL(qqu':l)dt +F(qi(tf)’Zf)_F(qi(Zi)’li)
t li

Deoarece starile initiala si finala sunt cunoscute exact, avem: dF(qi(tr ),tr)=0F(qi(ti),ti)=0,

L'=a-L (4B.6.1)

deci:

7
88, =a-5[L(q,q,t)dt=a-55, =0
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Reiese cd actiunea S’y satisface principiul lui Hamilton, deci si lagrangeana L (g, dq,/dt,
t) data de relatia (4B.6.1) descrie evolutia sistemului studiat.

b) Dependenta de viteza a lagrangeanei unui punct material aflat in miscare rapida
(relativistd); dependenta relativista a masei de viteza
Vom nota prin:
L(v) si L,
functiile lui Lagrange corespunzand sistemului laboratorului (fatd de care punctul material se
deplaseazd cu viteza v), respectiv sistemului “propriu” (solidar legat cu punctul material
considerat). Conform principiului lui Hamilton, avem:

ly Iy
§jL(v)dt(v) = 5jL0dt0 =0,

conditii satisfacute — in cazul general — doar daca:
L(v)dt(v)=L,dt,.
Tinand seama de efectul relativist de dilatare a duratelor:

div)=—T_
1- 7
se obtine:
dt
L(V)=L, —2=L,\1-B>.
(v) 0 (v ) 0 B

Deoarece, conform principiului de corespondentd, expresiile relativiste se
particularizeaza la viteze mici in cele nerelativiste, expresia “asimptotica”, la viteze mici, a

functiei lui Lagrange este:
2

L
Expr.asimpt. L(v ) = 70 (1 - V—zj (4B.6.2)
v<<c c

Din relatiile (4B.2.4)-(4B.2.9) reiese ca potentialul efectiv al impulsurilor generalizate
corespunde — pentru un punct material — energiei cinetice, iar la viteze relativ mici:

L(vV)=E. —U(q,.,z):%w2 ~U(q..t) (4B.6.3)
Prin identificarea relatiilor (4B.6.2) si (4B.6.3), se obtine:
L, =-myc®, deci: L(V)=-myc’1-p’ (4B.6.4)

Impulsul punctului material poate fi calculat in baza relatiilor (4B.2.10) si (4B.4.1),
obtinand:
1/2

_OL i Ol 2 O V) my
AT ] | 5
Reiese ca masa de miscare a punctului material depinde de vitezd conform relatiei:
m(v)=——0__ (4B.6.5)
1- p3°
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¢) Dependenta de viteza a functiei Lagrange corespunzind unui punct material aflat

in miscare lenta (nerelativista)

Consideram referentialele inertiale R si R’, aflate In migcare relativa cu viteza (micd) ¢,
iar M un punct material care se deplaseaza cu viteza v fata de referentialul R. Evident, functiile
Lagrange ale punctului material fatd de referentialele R si R™ vor fi:

L(v+g), respectiv L(v) (v.si figura4B.6)

Deoarece viteza relativa a celor 2 referentiale alese este presupusa ca fiind relativ mica

(v<<c), functia Lagrange poate fi exprimata prin dezvoltare in serie Taylor astfel:

oL oL oL o’L) v
L(v)=L(v,v,,v.)=L(0)+| — | -v.+|— | v, +|— | ‘v.+| — | - —=+..=
(V) (vx v} vz) ( ) (av jo vx [av JO v}, (avz jo vz {avf jo 2

X y
1
= ZECI .\7‘1 + Zcmnpv)’cn V;’ ,v;ﬂ (4B66)
In particular:
_ _ OL
¢y =L(0), ¢ =|—= E(grad;L)O s.a.m.d.
o),

Intrucat R si R’ sunt referentiale inertiale, evolutia punctului material fata de aceste
referentiale va fi descrisa (conform principiului relativitatii) de lagrangeane din aceeasi clasa
(4B.6.1), deci:

dF(q;.t)
da

conditie care poate fi satisfacuta doar dacd fiecare termen al sumei (4B.6.6) este o derivata totala.
Aceastd ultima cerinta este satisfacuta pentru g=1:

L(V+E)-L(V)= (4B.6.7)

., d _ _

cl(v+£—v)=5(cl~€t) ,
dar acest termen (de gradul / in vectorul viteza) este prezent in expresia lagrangeanei unui punct
material doar in cazul unui spatiu anizotrop stdnga-dreapta (la oglindiri), spre exemplu in cazul
sarcinii electrice aflate Intr-un camp magnetic. Deoarece termenii:

Z[(vx +e ) (vy +é, )" (v.+&. ) —v" v vf]
m+n+p=N

nu sunt derivate totale pentru N>3, in timp ce pentru medii izotrope acelasi termen scris pentru
N=2este (e<<v):

reiese cd, pentru evolutii nerelativiste in spatii izotrope, lagrangeana unui punct material
este o functie patratica de viteza.

d) Raporturile dintre functia lui Lagrange si energiile “clasice”
Interpretand ecuatiile Lagrange de speta a II-a (ale sistemelor conservative):

dfoL)_oL
d\oq,) oq,

in sensul primei ipoteze a formalismului analitic, se obtine expresia impulsului generalizat

corespunzator in acest caz:

oL
a4,

Reiese ca dimensiunea fizica a functiei Lagrange este: [L]/=/p,/.[dq/dt]. Particularizand pentru

coordonatele carteziene, gasim:

s (4B.6.8)
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[L]=[p.v,], deci dimensiunea fizica a functiei Lagrange este cea a unei energii. Pentru a constata
dacd vreuna dintre energiile “clasice” (cineticd, potentiald sau totald) poate “juca” rolul de
functie Lagrange, consideram cazul particular al miscarii unidimensionale (in lungul axei Ox)
a unui punct material de masi m, intr-un cimp de forte de energie potentiali U(x). In acest
caz:

E:

c

|3

%%, iar: E,=E. +U(x):%~5c2 +U(x).

Se constata ca:
d(@ c]_d(m)‘c)zmjé;ta <=0 1(8 Jina =—F =-mX, iar:

dt\ ox ) dr ox  dt\ ax R
L L iy mi e B Y p i
dt\ ox dt ox ox ’

deci niciuna dintre energiile “clasice” (cinetica, potentiald, totald) nu poate juca rolul de
functie a lui Lagrange, 1insa ergofunctia E,x, dx/dt, t) (dependenta energiei totale de
coordonate si vitezele generalizate) se apropie cel mai mult de proprietatile functiei
Lagrange.

§4B.7. Inducerea ecuatiilor lui Hamilton. Compatibilitatea sistemelor
de ecuatii ale lui Hamilton si — respectiv — Lagrange de speta a
II-a

Avand 1n vedere ca: a) (ergo)functia care descrie energia totald are proprietatile cele mai
apropiate de functia lui Lagrange corespunzand unui sistem fizic (vezi sectiunea 4B.6d de mai
sus), b) energia totala si impulsul unui sistem fizic poseda unele proprietati remarcabile speciale
(teoreme de conservare, ecuatii de evolutie s.a.), reiese ca descrierea evolutiei sistemelor fizice
prin functia lui Hamilton (H(q;p;¢), care exprima energia totald a sistemului prin intermediul
coordonatelor §i — respectiv — impulsurilor generalizate, eventual si de timp), prezinti un
interes deosebit. Pentru a deduce proprietatile functiei lui Hamilton, vom adopta un procedeu
inductiv, pornind de la expresia ergofunctiei (dependentei energiei totale de coordonatele si
vitezele generalizate, eventual si de timp) corespunzand unui punct material care efectueaza o
miscare nerelativista n lungul axei Ox, intr-un camp de forta descris de energia potentiala U(x,?):

E,(x,x,t)=%-x2 +U(x,t) (4B.7.1)

Tinand seama ca impulsul particulei poate fi scris in forma:
p = mXx,
ecuatia (4B.7.1) conduce la expresia functiei lui Hamilton pentru particula In miscare
unidimensionala:

H(x.p.t)= Zi P U(xt) (4B.72)
m

Deoarece principalele caracteristici ale dependentelor parametrilor fizici sunt cele diferentiale,
principalele proprietiti ale functiei lui Hamilton corespunzand particulei in miscare
unidimensionala sunt:

oH p, oH oU _

op, m ' op, E

= -F =-p. (4B.7.3)
Aplicand metoda (uzuald in Fizicd) inductiei incomplete si tindnd seama ca x si p, reprezintd
coordonata, respectiv impulsul generalizat corespunzand miscérii unidimensionale, putem
presupune ca — pentru un sistem fizic arbitrar:
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oH . . OH
—=q,, lar: —=

p; 0q;

obtinand astfel asa-numitele ecuatii ale lui Hamilton.
Pe de alta parte, pentru sistemele inchise, energia totald se conserva, deci:
OH

ot

—Pp; (4B.7.4)

>

iar evolutia nu depinde explicit de timp:

oL

ot
(spre exemplu, descarcarea unui acumulator ar dura la fel, indiferent de momentul inceperii
descarcarii, daca acumulatorul este izolat total de exterior). Aplicand din nou metoda inductiei
incomplete si generalizand pentru sisteme fizice arbitrare constatarile particulare (pentru sisteme
inchise) de mai sus, se obtine ecuatia de corelare temporald a functiilor Hamilton si
Lagrange:

0

OH oL
—+—=0
ot ot
Desigur, dupa obtinerea prin inductie incompletda a sistemului celor 2/ (unde / este
numadrul gradelor de libertate ale sistemului) ecuatii dinamice (diferentiale de ordinul 1) ale lui
Hamilton, avand In vedere cd aceste ecuatii descriu evolutia sistemului, trebuie studiata
compatibilitatea acestui sistem cu acela format de cele / ecuatii (diferentiale de ordinul 2) de
speta a doua ale lui Lagrange.
Dupa constatarea compatibilitatii In privinta conditiilor initiale (sau/si finale): determinarea

(4B.7.5)

functiilor lui Hamilton si — respectiv — Lagrange:
L, ol

L oH
dH(qg . p.1)=S L dg + cdp + 95 ar 4B.7.6
(q,.p;.t) ;aqi 4+ 2, ity ( )
L oL L oL oL
dl(g i .t)=3S"% dg +53 % a5 + %= ar, 4B.7.7
(q,.4;.t) Z} o it 2t ( )

Tinand seama de definitia impulsului generalizat:
b= oL
o,

ecuatiile Lagrange de speta a doua devin:

o _dfeL)_
og, dr\eg, ) "

ceeace — Tmpreunda cu ecuatiile Hamilton (4B.7.4) — conduce la urmatoarele expresii ale
diferentialelor celor 2 functii:

i i
dH(qi’pi’t)z_zpi dq, +qu‘ dp, +aa_lj'dt (4B.7.8)
i=1 i=1
si:
i / aL
dL(q,.q,.t) = pdq, + Y pdq, + = dt (4B.7.9)

i=l1 i=l1
Adunand membru cu membru relatiile (4B.7.8) si (4B.7.9) si ludnd in consideratie
ecuatia (4B.7.5) de corelare temporala a functiilor Hamilton si Lagrange, obtinem:
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d(H+L)= Z(q dp, + p.dq, )+(a—i]+—jdt = [Zp g, j (4B.7.10)

i=1
Relatia (4B.7.10) aratd ca ecuatiile lui Hamilton si — respectiv — Lagrange sunt
compatibile daca, pana la o constanta arbitrara de integrare, intre functiile Lagrange si Hamilton
existd relatia (de corelare generala a functiilor Lagrange si Hamilton):

/
H(q,p,t)+L(q;,4;.t) = 4;p, (4B.7.11)

i=1

Problema 4B.7: Deduceti expresia relativistd a energiei totale a unui punct material, In baza
formalismului analitic al fizicii.

Solutie: Pornind de la expresia functiei lui Lagrange care corespunde miscarilor relativiste ale
unui punct material (v.relatia (4B.6.4)) si tindnd seamd ca pentru un punct material: dqi/dt=v;
(i=x,y,z), obtinem:

2 2

H(V)=Dp-V+myc’y1-p* = +myci1-p* = =m(v)-c* (4B.7.12)

§4B.8. Deducerea semnificatiei fizice a functiei lui Lagrange pentru
evolutii nerelativiste in spatii izotrope. Expresia finald a
ecuatiilor lui Lagrange de speta a I-a

Pornind de la definitiile componentelor “statice”, respectiv “cinematice” ale functiilor
Hamilton, respectiv Lagrange:

H(q,.p.t)=T(q;.4; > p;,t)+U(q;.1), (4B.8.1)
L(Qi’Qi’t):T(Qi’Qi’t)+U(Qi’t): (4B.8.2)
precum si de la expresia corespunzatoare a impulsurilor generalizate:
P; :8_.L:6_.T (4B.8.3)
oq, 4
relatia (4B.7.11) de corelare generala a acestor functii capatd forma:
. L. or :
T(qi’qi - pi’t)+ U(qi’t) = Zqi a _T(qi’qi’t) _U(qi’t) (4B-8-4)
i=1 i

Generalizand pentru evolutii arbitrare constatarea (v.si sectiunea 4B.6c) ca - pentru
evolutii nerelativiste 1n spatii izotrope — lagrangeana unui punct material este o functie patratica
de viteza si observand ca functia 7(q;dq/dtt) este partea lagrangeanei care depinde efectiv de
vitezele generalizate, vom aplica teorema lui Euler functiei omogene (g, dg/dt,t) de ordinul 2 in
dq; /dt, obtinand:

4 9 r(g,d,t) (4B.8.5)
: aq,

Relatia (4B.8.4) devine:
T(%"L - pi’t)+U(qi’t) = T(q,"q.wt)_u(q,"t)
Pentru dq/dt=0, se obtine: v(q;t)=- U(q;t) si, in final:
7(q,,9,,t)=T1(q,.4, > p,.t)
Reiese ca expresia lagrangeanei corespunzand evolutiilor nerelativiste n spatii izotrope
este:

L(q[’q.i’t):T(Qi’q.i _)pi’t)_U(qi’t) (4B86)
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Desigur, in cazul sistemelor mecanice, partile functiei Hamilton care nu depind, respectiv
depind de vitezele generalizate au semnificatiile de energie potentiala (de interactiune), respectiv
energie cinetica:

Lyee(4::9:t) = E, —E,, (4B.8.6")

In cazul general al unor sisteme fizice arbitrare, functiile 7'si U au semnificatii diferite ca
in mecanicd. Astfel, in cazul circuitelor LC serie, respectiv derivatie, drept coordonate
generalizate pot fi alese: sarcina Q (de pe o armaturd a condensatorului), respectiv fluxul
magnetic @,, (prin bobina L). Deoarece expresiile energiilor totale ale circuitelor LC serie,
respectiv derivatie pot fi scrise:

2 2
Circuitul LC serie: H(Q,Q0)= £22_L + % , (4B.8.7)
Circuitul LC derivatie: H(®, &, )= i D2+ % D2 (4B.8.8)

constatdim ca functia U(g; ,t) poate fi identificatd cu energia electrostaticd acumulatd in
condensator in cazul circuitului serie, respectiv cu energia acumulatd in bobind in cazul
circuitelor derivatie si invers, pentru functia 7(q;dq/dt—p,t).
Comparand definitia functiei lui Lagrange (v. paragraful 4B.4):
L(q;.49;.t)=HK(q;.4;.1)-U(q;.t) (4B.8.9)
cu expresia nerelativistd (4B.8.6) dedusa mai sus, poate fi identificat potentialul efectiv al

impulsurilor generalizate prin partea functiei lui Hamilton care depinde de impulsurile (si,
implicit, de vitezele) generalizate:

F(q:.4,.t)=T(q,.q; > p;.t) (4B.8.10)
In acest mod, obtinem expresia direct utilizabili a ecuatiilor Lagrange de speta a I-a
(v. si paragraful 4B.2):
4 a—.T =6—T+Q,- (4B.8.11)
dt\oq, ) 0Oq,

Problema 4B.2: Deduceti ecuatia lui Lagrange de speta [-a care corespunde unui circuit RLC
serie.
Rezolvare: Deoarece marimea fizica avand aceeasi valoare pentru cele 3 elemente R, L si C ale
acestui circuit este intensitatea curentului: /=d(Q/dt, coordonata generalizata corespunzatoare va
fi sarcina Q de pe o armatura a condensatorului, iar partea functiei Hamilton (energiei totale) a
sistemului care depinde de viteza generalizata va fi energia acumulatd in bobina:
LO?

2
Reiese ca primul termen al ecuatiei Lagrange de speta I-a corespunzatoare:

d(oT) d( -\ db,
o)L eo)-

reprezinta tensiunea indusa in bobind, forta generalizata Q; avand astfel semnificatia:

T:

2
s d0_ .0
LO=L- e zUosma)t—RQ—E
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§4B.9. Ecuatia de evolutie a unui parametru fizic arbitrar. Parantezele
lui Poisson
Fie un parametru fizic arbitrar a carui dependentd de coordonatele si impulsurile
generalizate, respectiv de timp, este data de functia f{q;,p;,?).
Tinand seama de ecuatiile lui Hamilton (4B.7.4), viteza de variatie in timp a parametrului
fizic f poate fi scrisa in forma:

lg.pot) O da; O dp| & N OH G OH| g,
dt =\ oq, dt op, dt| ot <|\op, oq, op, oq, | ot

Definind paranteza Poisson a doi parametri fizici arbitrari, ale caror dependente de
coordonatele si impulsurile generalizate, respectiv de timp, sunt descrise de functiile f(q;,pr,?) si

g(q1,p1,1), in baza relatiei:
Ll of og og 0
{f}g}=2|:i_g__gi} (4B.9.2)

i=1

i

putem scrie ecuatia evolutiei unui parametru fizic arbitrar f(q;,p;,#) n forma:
d 0
b g+ L (4B.9.3)
dt ot
In cazul in care parametrul fizic studiat nu depinde explicit de timp (spre exemplu,
cazul unei coordonate generalizate, al unui impuls generalizat, in particular al momentului
cinetic:
e . of
L=rxp): [=/(q.p,), deci: =0,
t
ecuatia de evolutie capata forma simplificata:
d
7f ={H,f} (4B.9.4)
t
Se constata ca paranteza Poisson {H,f} are semnificatia fizica de viteza de variatie in timp
implicitd (prin intermediul coordonatelor si impulsurilor generalizate) a parametrului fizic
flqrpit), coincizand cu insasi viteza de variatie in timp a respectivului parametru, dacéd acesta nu
depinde explicit de timp: 2f/Jt=0.
Marimile fizice f(q,p.t), 2(qLp1t), a caror paranteza Poisson este egalda cu 1: {f,g}=1, se
numesc marimi canonic conjugate. Mentiondm ca expresia uzuala a relatiilor de nedeterminare
ale lui Heisenberg este data tocmai pentru perechile de marimi fizice canonic conjugate.

Exercitiu: Demonstrati urmatoarele proprietati ale parantezelor Poisson:

a) {f,C}=0, pentru C = constantd, (4B.9.5)

b) {gft=-{g, (4B.9.6)

©) g, hi=figh +gif.hy, (4B.9.7)

d) {f,Zcigi} = ici {fl.,gl.},daca ¢, sunt constante, (4B.9.8)
e Y ag

0 — {f,g}—{dt ,g}+{f, dl} (4B.9.9)

Problema 4B.3: Aritati ca impulsul generalizat p; si coordonata generalizatd ¢; apartinand
aceluiasi grad de libertate formeaza o pereche de parametri fizici canonic conjugati.
Rezolvare: Pornind de la definitia parantezei Poisson, se constata ca:

9 . 9
{pi’gi}:a_g; respectiv : {f}q‘/}:i
q op

i J
Din aceste relatii, reiese ca: {p; g;j}= J;, deci p; si g; sunt marimi canonic conjugate.

D. Iordache — “Fizica numerica”



Cap.4. Definitii §i raporturi intre notiunile de baza ale mecanicii punctelor materiale 4-104

§4B.10. Simetrii fizice si teoreme de conservare asociate

a) Uniformitatea timpului. Teorema conservarii energiei totale

Spunem ca — pentru un anumit sistem fizic — timpul este uniform dacd evolutia
sistemului nu depinde de momentul la care a inceput evolutia (spre exemplu, pentru un
acumulator electric timpul este uniform daca durata descércarii sale nu depinde de momentul
inceperii descarcarii). Deoarece evolutia sistemului este descrisa de functia lui Lagrange: L(q;,
dqy/dt, 1), timpul este uniform daca: AL/A=0. In conformitate cu ultima ecuatie a lui Hamilton (a
corelarii temporale a functiilor Lagrange si Hamilton): 0H/0t = - OL/0t, deci pentru un sistem
fizic in care timpul este uniform: cH/at =0 .

In conformitate cu ecuatia de evolutie a unui parametru fizic arbitrar f{g;p;t) (v.relatia
(4B.9.3)), ecuatia evolutiei functiei Hamilton este:

dH { I H} oH
dt o

Conform definitiei parantezelor Poisson (v.relatia (4B.9.2)), avem: {H,H)=0, deci —

pentru sisteme fizice in care timpul este uniform:
dH OH
dt ot

adica energia totala (descrisda de functia lui Hamilton) f{q,p,?) se conserva. Avand in vedere
faptul ca timpul este uniform doar dacad sistemul este izolat (spre exemplu, durata descarcarii
acumulatorului se scurteaza daca acesta este conectat la un circuit electric), rezultatul obtinut era
previzibil si calitativ.

b) Omogenitatea spatiului. Teorema conservarii impulsului

Spatiul asociat unei probleme fizice (unui sistem fizic aflat in anumite conditii) este
numit omogen dacd energia (potentiald) de interactiune a sistemului U(g;#) nu depinde de
pozitia centrului de masa al acestuia:

chza_U. ou ~ aU 1L =0

8x,x6y'8zz

C

Ecuatia de evolutie a impulsului total:
N
ﬁ rez Z I_) i
i=1
a celor N particule (puncte materiale) ale unui sistem fizic este:

p,ez_{Hzp}+_{zp} ZI{HJ_’:-“:VZI%:%{H@} (4B.10.1)

i=1

Problema 4B.4: Deduceti expresia parantezei Poisson:
{H ,D j}, unde p; este impulsul asociat punctului material j (=12,..N),

iar H(q,p;t) este functia Hamilton corespunzand sistemului considerat de N puncte materiale.
Rezolvare: Deoarece pentru un sistem de puncte materiale:

H(q, p;t)= Z (x + Y+ 2 )+U(qi,t)

iar energia cinetica a sistemului de puncte materiale nu depinde de coordonatele punctului
material;
or _or 8T

8x ay 82
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si tinand seama de proprletatlle parantezelor Poisson (v. relatiile (4B.9.5)-(4B.9.9)), obtinem:
B =, py 1+ py T+ oy Li=AH, p [T+, 1 +{H p L
deci:

77 I i e B L o R Ly aUl UV I|l-VU=F, undeF
! ox d, oz ox , oz, ! / !

J J J

este forta care actioneaza asupra punctului material ;.

Tinadnd seama de rezultatul problemei 4B. 4 ecuatia (4B.10.1) devine:

p“z = Zv U (4B.10.2)

deci viteza variatiei In timp a componentei x a 1mpulsului rezultant este:
dpx,rez, _ 4 aU
dt 770X
Avand in vedere ca abscisele celor N puncte materiale ale sistemului pot fi exprimate prin
abscisa x. a centrului de masa in baza relatiilor: x, —xc + & (j=1,2,..N) si:

(4B.10.3)

v =X, ——Zm 3 (4B.10.4)
My j=i
obtinem:
N ax . N
0y 0 % _ v (4B.10.5)
xc, mo0x; Ox, ‘Hox;
deci ecuatia (4B.10.3) devine:
d
WPy __OU (4B.10.6)
dt Ox

Intrucat componentele y si z ale impulsului rezultant vor satisface ecuatii analoage
ecuatiei (4B.10.6), se obtine:

a%{@q U - WIJ VU

1+ 4B.10.7
& ( )

X + y
ox, oy, 0z
In cazul cand spatiul fizic asociat problemei studiate este omogen: V.U=0, reiese ci
impulsul rezultant al particulelor sistemului:

N
prez = Zp/
=
se conserva (teorema conservarii impulsului).

a) Izotropia spatiului. Teorema conservarii momentului cinetic

Spatiul asociat unei probleme fizice (unui sistem fizic aflat in anumite conditii) este
numit izotrop dacd energia (potentiald) de interactiune a sistemului U(g;?) nu depinde de
componentele (unghiurile) €, 6,, . ale vectorului & - unghiul de rotatie (in jurul centrului de
masa) al sistemului considerat ca intreg rigid:

v, -1, 85,980
00, " 06, " a6,

Ecuatia de evolutie a momentului cinetic total:

rez

. MZ
Rl

~.
Il
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al celor N puncte materiale ale sistemului fizic studiat este:
N
=1

dL {HZL}+—[ZL] S, }Z; jz{ L} (4B.108)

Jj=1

Problema 4B.5: Deduceti expresia parantezei Poisson:
{H, Z/} unde Zj este momentul cinetic al punctului material j(=12,..N ),

iar H(q,p.t) este functia lui Hamilton corespunzand sistemului studiat de N puncte materiale.

Rezolvare: Deoarece pentru un sistem de puncte materiale:

N
1
H(q, p;,t)= Zg(pfj +pl+p2)+U(q, 1)
=1 <M
tindnd seama de proprietatile parantezelor Poisson (v. relatiile (4B.9.5)-(4B.9.9)), obtinem pentru
componenta z a parantezei Poisson din enunt:

{H'sz}z {H,xjp}y. —yjpxj}z {H,xjpyj}—{H,yjpxj}z
x.i{H’pyi}+pki{H’x./}_yi{H’px/}_px_i{H’y/}’
rezultand ca:

oH oH oH oH ou  pPyPy oUu pyp,
}z—xj-—+py_,--—+yi-——px,-— R AP T
oy, Ox; Ox; ap,, oy, 2m, ox, 2m,;

J J J J

si in final:
\H,L |=xF, ~yF, =M,

JT v
unde M. este componenta z a momentului fortelor actionand asupra punctului material ;.
Deoarece componentele x si y ale parantezei Poisson din enunt sunt date de expresii
similare, reiese ca:
{H’L/‘}: {H’ij}lx +{H’L,w}1 {H L, }1 =M

5, unde M 5 este momentul fortelor actionand

asupra punctului material ;.

Inlocuind rezultatul problemei 4B.5 in ecuatia (4B.10.8), se obtine:

L.
L —ZMFJ M, =-V;U (4B.10.9)
dt =
In cazul cand spatiul asociat problemei fizice studiate este izotrop:
V.U=0
4

reiese ca momentul cinetic rezultant al particulelor sistemului:
N
- Z L
Jj=1

se conserva (teorema conservarii momentului cinetic).
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