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Tinand seama ca: x'= OF +F’E’ = OF’+0OG’, putem identifica:

OF'=x-OF Si: 0G'=6-0G. (3B.1.1)
Reiese astfel cd — in planul complex (x,ict) — sunt valabile unele relatii de tip
(pseudo)trigonometric, care includ functiile pseudotrigonometrice:
K=cosd= Si o=sinY= B . (3B.1.2)
1-p2 1-p2

Constatarile de mai sus permit unele aplicatii. Dat fiind spatiul limitat al acestei lucrari, vom
examina aici doar unele aplicatii clasice In cinematica relativista.

(i) Dilatarea relativista a Timpului
Fie L linia de Univers care corespunde miscarii unui punct material liber de masa M si:

Ox,, O-ict,
axele perpendiculara pe linia de Univers L, respectiv paraleld cu aceastd linie, din planul complex
x,ict (v.figura 3B.1.2).

Fig.3B.1.2

Deoarece punctul material considerat M are permanent aceeasi coordonatd fatd de nou
construitul referential inertial, acesta este referentialul propriu al punctului material studiat. Din
figura 3B.1.2, se obtine:

ic-At,

N

icAt(v) =ic(t, —t,) = E,E, -cos @ = ic(ty,, —t, )k =
deci:

Afo

V1-p?

Se constata cd acest rezultat coincide cu cel obtinut prin metode algebrice (v. partea 3A a
acestui capitol), pornind de la ecuatiile transformarilor lui Lorentz.

At(v) =

(i) Contractia relativista a lungimilor riglelor rigide

Fie L si L’ - liniile de Univers care corespund capetelor C,C’ ale unei rigle rectilinii rigide,
agezatd n lungul axei Ox a referentialului inertial R. Deoarece rigla considerata este rigida, liniile
de Univers L si L’ sunt paralele (v. figura 3B.1.3).
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icto ﬂ ct

Fig. 3B.1.3

Fie Ox,, O-ict, axele perpendiculard pe liniile de Univers L, L’, respectiv paralela cu aceste
linii de Univers. Deoarece capetele C, C” au permanent aceleasi coordonate fatd de noul referential
inertial considerat, acest referential este 1n fapt referentialul propriu care corespunde riglei rectilinii
rigide considerate. Fie x §ix’ coordonatele capetelor C si C’ la acelagi moment ¢.

Din figura 3B.1.3, rezulta ca:

Al(v)=x'-x= Aly = Alj\J1- p°
cos 9

Se constatd ca acest rezultat coincide cu expresia dedusd pornind de la ecuatiile
transformarilor lui Lorentz (v. partea 3A a acestui capitol).

§3B.2. Metoda matriciala

In legitura cu studiul transformdrilor lui Lorentz (v. partea 3A a acestui capitol), am
constatat deja unele aplicatii ale metodei matriciale n cadrul cinematicii relativiste. Aceastda metoda
poate fi folositd de asemenea: a) 1n cadrul dinamicii relativiste, al electrodinamicii relativiste si al
altor domenii ale Fizicii (cu ajutorul notiunilor de invarianti Lorentz si — respectiv - de
cuadrivectori), b) pentru a generaliza expresiile transformarilor Lorentz in cazul unor referentiale
inertiale arbitrare (deducerea transformarilor generale ale lui Lorentz), precum si in alte probleme.

bl) Metoda invariantilor lui Lorentz si a cuadrivectorilor

Cantitatile fizice ale caror valori coincid fatd de orice referential inertial sunt numite
invarianti Lorentz. Aceste cantitati sunt — In principal — de urmatoarele tipuri: (i) constante
universale (precum constanta lui Planck %, masa de repaus a electronului si altele), (i) cantitati care
au aceeasi valoare fata de orice referential inertial (spre exemplu, viteza undelor electromagnetice,
egald — In conformitate cu principiile relativitatii — cu viteza luminii in spatiul liber ¢ fatd de orice
referential inertial), (iii) unele cantitati fizice corespunzand unor anumite domenii (spre exemplu,
numadrul electronilor aflati in domeniul 2 si — In consecintd - sarcina electricd corespunzatoare),
precum si, desigur: (iv) constantele matematice (precum numarul lui Euler e, tan(7/3)) si altele.

Ansamblele de 4 cantitati fizice scalare, a caror modificare — la trecerea de la un referential
inertial la un alt asemenea referential este descrisd de matricea L a transformarii Lorentz
corespunzatoare:

T

pum— 1 1 ' 1 ' = T :T
va=L -vq4 , relatieechivalentacu: (vi,vy,v3,v4)=vq =(1,v2,v3,vg)L =v L (3B.2.)

(unde ansamblele de mai sus de cite of 4 cantitati fizice scalare corespund referentialelor inertiale
R’ si—respectiv - R) sunt numite cuadrivectori.
Principalele proprietati ale cuadrivectorilor sunt urmatoarele:

6)] o combinatie lineara a componentelor a n cuadrivectori:
n
wi = Zajvl-j , unde aj=invarianti Lorentz (i=1,23,4) (3B.2.2)
Jj=1
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este de asemenea un cuadrivector; se constata usor ca:

4 4 — — 4

—_ v S - _
w= Zajvj = Za/‘L vi= LZ% =
= =l =1

(i1) diferentiala unui cuadrivector este de asemenea un cuadrivector (aceasta proprietate
este o consecintd a precedentei proprietéti),
(i)  produsul scalar al 2 cuadrivectori:
4

i) V4= E v, (3B.2.3)

i=1
este un invariant Lorentz (pornind de la definitia (3B.2.1) a cuadrivectorilor, se obtine:

|

W) ;

T :_T:_ —T _T__ —7 —
u, -v,=(L-u) -L-vy=u,-L -L-v,=u,-v,);

(iv) norma unui cuadrivector (definita prin relatia):
4

g =57 -3 = Zv} (3B.2.4)

i=1
este un invariant Lorentz (aceastd proprietate este o consecinta a celei precedente, pentru u = v).
Principalii cuadrivectori ai mecanicii relativiste sunt:
6)] vectorul de pozitie in spatiul 4D(imensional) al lui Minkowski.:

7 =(x,p,z.ict) (3B.2.5)

(aceasta proprietate este o consecinta directd a definitiei transformarilor lui Lorentz si a relatiei
(3.117), din cadrul fasciculei 46 a acestei serii),
(i1) vectorul “deplasarii” diferentiale in spatiul 4D(imensional) al lui Minkowski:

dr] = (dx,dy,dz,ic dr) (3B.2.6)
(consecinta directa a definitiei transformarilor Iui Lorentz),
(i)  cuadrivectorul "viteza”, construit pornind de la cuadrivectorul precedent, cu ajutorul
invariantului Lorentz:  durata deplasarii diferentiale fatda de referentialul propriu; luand in
consideratie expresia dilatarii relativiste a duratelor, se obtine:

7 _[dx dx dt
e

dt
—=— —:ocvx,avy,avz,ic—:iocc , (3B.2.7)
dto dt dy dtg

(iv)  cuadrivectorul “impuls - energie”, construit pornind de la cel precedent, prin
inmultire cu invariantul Lorentz: masd de repaus a punctului material considerat fatd de
referentialul sau propriu; luand in consideratie bine-cunoscutele (chiar si din studiileliceale) relatii

ale dinamicii relativiste:

m(v) = mgo. = _Mo Si: E=m®)- ? , (3B.2.8)
1 _ 2
p
se gasesc expresiile elementelor cuadrivectorului “impuls — energie”:
_T . . iE
Py = (moavx =m(V)vy =Py, Py, Pz,imoac=im(v)c= ?j , (3B.2.9)
v) cuadrivectorul “diferentiala impulsului §i energiei”, cu elementele:

(vi)  cuadrivectorul “forta — putere”, construit pornind de la cel precedent, prin Tmpartire
cu invariantul Lorentz: durata variatiei diferentiale a impulsului §i energiei; luand in consideratie

i
dpy =(dpy.dp,. dp., ~d), (3B.2.10)

expresia dilatarii relativiste a duratelor (v. partea 3A a acestui capitol), se obtine:
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= d dj dt dE dE dt
Fl =|Px_Bx T _oF, oF,, o, ic = =ic™ . " =icaP | (3B.2.11)
dto dt dto dt() dt dto
Principalele aplicatii ale cuadrivectorilor se refera la:
6)] obtinerea componentelor principalilor parametri fizici ai mecanicii relativiste in alte

referentiale inertiale, pornind de la valorile lor intr-un referential inertial dat, cu ajutorul
transformarilor lui Lorentz; spre exemplu:

p'x a 0 0 iop)|Px

Py | | 0 1.0 0[Py 3BA10
pol 0 o1 ol|P| (35212
: 1

gl \—iop 0 0 o) |—FE

c C

(1) deducerea simpla a unor relatii relativiste importante; spre exemplu, aplicand
cuadrivectorului “impuls-energie” proprietatea de invarianta a normei la aplicarea unor tranformari
Lorentz, se obtine:

2 )2 E? 2 (i )2
T 2. 2, 2 (i 2 T i )9
Hm“ =px +py +pz+(;EJ =p ——2=Hp4,0H {ZEOJ =-mic*,  (3B.2.13)
C
unde:
Eo = myc? (3B.2.14)

este energia de repaus a punctului material considerat. Din relatia (3B.2.13), se obtine:

]
E@)=y p2c? + mc? si: p)=—EX)-mic*,  (3B2.15)
C

care sunt relatiile relativiste “impuls — energie”.

b2) Deducerea expresiilor transformarii generale a Ilui Lorventz, cu ajutorul metodei
matriciale

Folosind bine-cunoscuta (v. §3A.3) alegere a coordonatelor carteziene ale referentialului
inertial considerat, astfel incat viteza relativd de transport a acestor referentiale este:

V=vol, (3B.2.16)

si tinand seama ca in acest caz:

rev=x-v, (3B.2.16")
este posibil sd se transcrie ecuatiile transformarii (speciale) a lui Lorentz (v. partea 3A a acestui
capitol) in forma:

F=F+v

si: f=—uC (3B.2.17)

22 I |
(VZJ\/I—Bz J1-p? Ji-p

Sa consideram acum o alegere arbitrard a axelor OXYZ ale referentialului inertial R si sd

3.9 993

presupunem ca axele O’x”’y”’z” ale referentialului inertial R’ sunt alese in directii paralele cu axele
corespunzatoare ale referentialului R (v. figura 3B.2.1):

[\8}

O'x””OX, oylor sii ozoz. (3B.2.18)
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Fig. 3B.2.1

Tinand seama ca vectorii r’, r si v se modificd in acelasi mod la aplicarea rotatiei spatiale
(3D) de mai sus:

R=Ry-7, V=Ry-v si: 7"=Ry-7, (3B8.2.19)
iar produsul scalar al 2 vectori este invariant la aceasta rotatie spatiala (3D):

F-v=R-V Si: vev=V.V, (3B.2.19")
rezultd cd relatiile (3B.2.17) devin:
R-V
¢ =77
=R 4V lz(R 7)- si: f=——c (3B.2.20)
unde al treilea criteriu () de similitudine al lui Einstein este:
Yma-l=—— 1 (38.2.21)
1-p2

S& consideram acum o alegere arbitrard a axelor O’X’Y’Z’ ale referentialului R’, obtinuta
printr-o rotatie spatiald (in general, 3-dimensionald), pornind de la axele O’x 'y ’z” (v. figura 3B.2.2

:l_l =

si relatia (3B.2.19)): R'=Ry -7,  deci: F=R3-R'. (3B.2.22)
, ,

Fig. 3B.2.2

Rezulta ca prima dintre relatiile (3B.2.20) conduce la prima expresie a transformarii
generale a lui Lorentz:

= — — — [ — t
Ry-R'=R+7V iz R-V— , (3B.2.23)
v 1-p2

A doua expresie a transformarii generale a lui Lorentz coincide cu cea de a doua ecuatie (3B.2.20).
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§3B.3. Metoda Simularii Interactiunilor Locale (Local Interaction
Simulation Approach, LISA) si Metoda Diferentelor Finite

a) Elemente introductive

In timp ce pentru medii ideale si unele medii neomogene continuu variabile ecuatia (3A.1.8)
a propagdrii pulsurilor (undelor) admite unele solutii analitice, prezenta unor caracteristici
particulare, precum defectele sau unele neomogenititi arbitrare impiedicd orice incercare de a
obtine o solutie analiticd. In asemenea situatii sunt adesea necesare proceduri complet numerice, fie
pentru a rezolva probleme care nu pot fi abordate analitic, fie pentru a testa solutii aproximative.

Progresul recent al calculatoarelor masiv paralele [10] sugereaza totusi [11]-[13] o abordare
complet diferitd: metoda Simularii Interactiunilor Locale (Local Interaction Simulation Approach),
in care materialul sau structura studiatd este divizata intr-un numar foarte mare de parti elementare,
numite “celule”. Fiecare celuld, presupusa ca avand proprietati fizice constante in interiorul sau,
este pusa intr-o corespondenta biunivocd cu un microprocesor al unui calculator paralel. Astfel, este
creatd o retea 1n care interactiunea fiecarei celule cu vecinii sai este simulata de interactiunea dintre
microprocesoarele corespunzatoare.

Metoda simuldrii interactiunilor locale (Local Interaction Simulation Approach, LISA) are
trei avantaje de baza [14]:

(i) este extrem de rapida; in fapt, deoarece multe mii (sau chiar milioane, daca sunt incluse
si microprocesoarele virtuale) de microprocesoare lucreaza simultan, timpul de calcul este redus de
un numar corespunzator de ori (egal cu numarul de microprocesoare, daca cresterea vitezei de
calcul (“speed up’) este perfecta [10]);

(i1) deoarece fiecare microprocesor este independent de celelalte, celulele pot fi de asemenea
independente; in consecinta, interactiunile dintre microprocesoare pot varia arbitrar. In acest mod,
pot fi studiate usor cazuri extrem de complexe.

(iii)deoarece problema poate fi redusa, dupd cum vom vedea 1n sectiunea urmatoare la
anumite relatii de recurenta (iteratie), care coincid (exceptand coeficientii) pentru multe clase de
cazuri complet diferite, acelasi program de calcul poate fi folosit pentru a aborda o larga varietate
de probleme complet diferite. Desigur, parametrii specifici problemei trebuiesc introdusi ca date
initiale.

In ceeace priveste aplicarea efectiva pentru studiul problemei propagarii undelor (pulsurilor)
in diferite medii, metoda LISA este legata de unele metode numerice specifice, bazate pe tehnicile
procedurilor de calcul cu diferente finite [15]-[17] sau folosind metoda elementului finit [18].

b) Elemente privind Metoda Diferentelor Finite [19]

Pentru a simplifica studiul aplicarii Metodei Diferentelor Finite (MDF) pentru simularea
propagarii undelor (pulsurilor), vom considera cazul propagérii unidimensionale si — in consecinta —
al dezvoltarii in serie Mc Laurin a functiilor de o singura variabila:

f(g):f(0)+f'1€0)8+f”260)82 +f”3,/(0)g3 +];—;vg4 +... (3B.3.1)
si:
Flme)= £0)- (0 o SO 2 F7O0) 2 S7O0) sy (3p32)

I/ 2! 3/ 4/
Din relatiile (3B.3.1) si (3B.3.2), rezultd cd - in aproximatia de ordinul 2 (si pentru o
schema centrata cu diferente finite):

fr(o)z f(g);f(_g)_lfur(o).gz sl
£ 3!
f"(O) — f(g)_zf(zo)+f(g) _2fl;(/0) 82 (3B33)
& !
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In continuare, timpul si spatiul sunt discretizate cu ajutorul unitatilor elementare de diferente
finite (DF) J si — respectiv - &, astfel incat:

T=t-6 si— respectiv: x=i-& (3B.3.4)
Inlocuind expresiile DF (3B.3.3) in ecuatia propagirii undei (pulsului):
2 2
ow_1 0w (3B.3.5)

2~ 2 A7z
ox~ vy Ot

se constatd ca — in prima aproximatie:

Wits = 2W,, + Wiy, _ 1w - 2w, Wi
g vy S5? ’
deci:
Wi = C(Wi+l,t + Wi ) + 2(1 - C)Wi,t — Wi (3B36)
unde:
2
= (V—QJ -C? (3B.3.7)
VFD

in timp ce w;, este elongatia undei corespunzand nodului DF i la momentul ¢, vpp=¢/0 este
viteza DF, iar C=vg/vpp este asa-numitul numar (al lui) Courant.

Dupd cum este bine-cunoscut (v. si rezolvarea ecuatiilor lui Lagrange, capitolul 4),
determinarea solutiilor unei ecuatii diferentiale de ordinul 2 (in particular, a ecuatiei (3B.3.3) a
propagérii undelor) necesita cunoasterea a 2 conditii initiale sau/si finale arbitrare. Aceste conditii
pot fi alese drept corespunzand starii de oscilatie din domeniul studiat la momentele initiale =0:
w(x,0)=wo(x) si t=9. w(x,0)=w(x) .

In continuare, vom considera o retea de diferente finite (DF) dreptunghiulard cu perioada
egala cu o (“pasul” in timp) in directia axei ¢, respectiv cu perioada egald cu ¢ (“pasul” spatial) in
directia axei x (v. Fig.3B.3.1). Din ecuatia de recurentd (iteratie) (3B.3.5) reiese ca starea pulsului
(de oscilatie) din nodul S(Z, T+1) este determinata de starile corespunzatoare (de oscilatie) din cele
4 noduri vecine: (1#1, T), (I, T) si (I, T-1).

Se constata astfel ca determinarea prin metoda diferentelor finite (DF) a starii pulsului (de
oscilatie) din nodul DF: S¢I, T+/) necesita (doar) cunoasterea starilor pulsului din nodurile DF
aflate 1n interiorul sau pe laturile liniei frante pentagonale (I-7+1, 0), (I-T, 1), (I, T+1), (I+T, 1),
(I+T-1, 0) — asa numita /inie a determinarii prin metoda diferentelor finite (DF) [10].

In realitate, interactiunea care corespunde evolutiei pulsului (in lungul axei Ox) descrise de
ecuatia diferentiald de ordinul doi (3B.3.5) se propagd cu vitezele v,= # v, deci punctele
reprezentative asociate perechilor de coordonate spatiu-timp ale nodurilor DF care determina starea
pulsului (de oscilatie) Tn nodul de coordonatd x;, la momentul #7,; sunt situate In interiorul sau pe
laturile triunghiului determinat de dreptele de ecuatii:

Acest triunghiu este numit conul (triunghiul) propagarii interactiunii.
X=X, 4V (T =1 ), x=x, v (T —1;.,)
Tinand seama ca:
x=ig, x,=1-¢ , T=t8 si:t,,=(T+1)5
se obtin urmatoarele expresii DF ale ecuatiilor dreptelor care delimiteaza triunghiul propagarii
interactiunilor:
i=1£C(t-T-1) (3B.3.8)

Fie o si f segmentele dintre intersectiile dreptelor de interactiune (3B.3.8) cu dreptele =0
si — respectiv: =1 (v. Fig.3B.3.1). Desigur, rezolvarea corectd a ecuatiei cu derivate partiale
(3B.3.5) necesita cunoasterea tuturor datelor initiale dintre segmentele « si A (din interiorul
triunghiului (conului) propagarii interactiunilor).
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Daca numarul lui Courant C>1, triunghiul propagarii interactiunilor cuprinde linia franta
pentagonald a determindrii prin metoda diferentelor finite (v. Fig.3B.3.1).

: '

/

o
Pl \ t=0
// =
\\ t=2
/ o N — £ f-—
1-T -1 1 14 1T i=1-C(t-T-1)

i=lC (L -T-1)

Fig. 3B.3.1

Din aceasta, rezultd o consecintd importantd: dacd in cazul C>/ se trece la limita 6—0,
atunci solutia ecuatiei DF nu poate converge citre solutia ecuatiei diferentiale. Intr-adevar, in acest
caz o modificare a valorilor initiale necesare pentru rezolvarea ecuatiei diferentiale, in apropierea
segmentelor marginale o si £ ale domeniului propagarii interactiunilor produce o modificare a
insdsi solutiei din nodul S(/, T+1), care nu este prezentatd si de solutia ecuatiei cu diferente finite
DF, deoarece aceste segmente sunt situate in afara domeniului de determinare (dependentd) al
ecuatiei DF. In practici, acumularea acestor erori ale ecuatiei cu diferente finite (DF) pentru
valori foarte mari ale numarului de “pasi” DF va conduce la divergenta (instabilitatea) solutiei
ecuatiei DF in cazul C>1.

Invers, daca C</ linia frantd pentagonald a determinarii prin metoda diferentelor finite
(DF) include si triunghiul propagarii interactiunilor. In acest caz, solutia ecuatiei cu diferente finite
(DF) ia in consideratie toate datele initiale necesare (ceeace asigura convergenta sa catre solutia
ecuatiei cu derivate partiale [19]), insa include in plus unele date suplimentare pseudo-initiale
(care nu sunt necesare), ceeace conduce la unele distorsiuni ale solutiilor DF fatd de solutiile
ecuatiei cu derivate partiale (v. Sectiunea care urmeaza).

¢) Distorsiuni ale Pulsurilor in Simulirile cu Diferente Finite (C<1) ale Propagairii
Undelor Elastice [20]

In cazul alegerii ideale: C<1, triunghiul propagirii interactiunilor interaction coincide exact
cu domeniul de determinare (al solutiilor prin metoda) DF, ceeace asigurd atat stabilitatea schemei
DF cat si evitarea distorsiunilor.

Din pacate, in multe cazuri — precum cele ale mediilor neomogene sau al mediilor nelineare
(cand viteza de faza depinde de amplitudinea pulsului) — alegerea vpp= & /0 = vg nu este posibila.
Deoarece valorile C>1 conduc (v. Sectiunea anterioard) la instabilitatea schemei DF, este necesar
sa se utilizeze valori C</ ale numarului lui Courant C. Din acest motiv, studiul distorsiunilor
pulsurilor simulate - in cazul valorilor C<I - este util si necesar.

(i). Descrierea Analiticd a Distorsiunilor Pulsurilor

Sa consideram o discretizare a pulsului incident in N componente cu amplitudinile w;_;=a;
(la momentul ¢=-1) si w;¢=b; (la momentul r=0). Vom presupune in plus ca — in afara intervalului
I<i<N - elongatiile sunt nule: w; ;=w; =0 .

Aplicand repetat ecuatia (3B.3.6), se constatd ca pentru -t </ <t+N:

t+1

‘
Wie = zpj,th—j - ZQj,taH—j (3B.3.9)

Jj==t Jj=—t+l

unde jin= max(-t,-i), jma= min(t, N-i), j'min= max(-t+1,-i) and j’,.—= min(t-1, N-i).
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Coeficientii de transfer p;; si ¢;;, depind numai de structura ecuatiei (3B.3.6) si nu de
alegerea conditiilor initiale (¢; si ;). In consecinti, considerand 2 variante de alegere a conditiilor
initiale: una cu toate elementele @;=0, iar cealalaltd cu toate elementele =0, In timp ce in acest
caz elementele a; sunt alese egale cu amplitudinile b; din alegerea precedentd, se obtine:

4= Pje1 (3B.3.11)
Se constata de asemenea ca: pj; =p.; .

In mod aseminitor, alegand toate elementele a,=0 , iar elementele b;=0; (pentru un indice j

arbitrar) si inlocuind ecuatia (3B.3.10) in relatia (3B.3.6), se obtine:

Pjm = c(pj—l,t + Py )+2(1- C)pj,t —Pjia (3B.3.12)
In concluzie, coeficientii de transfer satisfac aceleasi relatii de recurenta (iteratie) ca si
pulsul care se propaga. Ecuatia (3B.3.9) satisface conditiile initiale la momentul =0, daca sunt

pj,_1=0, p(),():], pJ‘;(),():O (3B313)

Ecuatia (3B.3.12) prezinta unele aseménari cu ecuatia care genereaza distributia trinomiala
[12]. Diferentele existente sunt:

a) ecuatia (3B.3.12) genereaza o distributie tetranomiala, deoarece ea cuprinde 4 termeni;

b) al patrulea coeficient generator (correspunzand momentului #-7) este negativ si — in
consecintd — nu poate fi asociat unei probabilititi ca in cazul coeficientilor schemei care genereaza
o distributie trinomiald; cu toate acestea, este totusi posibila o interpretare formal asemanatoare cu
cea prin intermediul probabilitétilor, deoarece suma celor 4 coeficienti este egala cu 1 (ca si in cazul
distributiilor multinomiale),

c) termenul negativ poate fi interpretat ca datordndu-se actiunii unui coeficient generator de
tipul 2(1-c), insa egal cu to (-1 )1/ ? si aplicat repetat (de doua ori).

Tinadnd seamd de asemanarile si deosebirile cu schema generatoare a distributiei trinomiale,
se poate scrie expresia generala a coeficientilor p;, in forma:

2
e (201=0) (W=1)°
Pi= 2 (1-q)l——=— /
g m!n. D! q
unde m, n, p, q sunt intregi, astfel incat: m+n+p+2q=t si: m-n= ’ j’ .
Incluzand conditiile de mai sus privind indicii de sumare, se poate obtine o expresie
echivalentd, dar mai compacta a coeficientilor de transfer:

tim(s) int(s—m) (_l)q (l _ q)‘,CZ(m—s)(z(l _c))2(sfm7q)
== ml(m|j)!(t=|j]-2m—2q)!q!

(3B.3.14)

p;, =c (3B.3.15)
unde s=(-/ j1 )/2 .

In figura 3B.3.2 sunt prezentati coeficientii de transfer in functie de indicele j, pentru mai
multe valori ale C si ¢. Valorile obtinute din ecuatia (3B.3.15) concorda perfect cu acelea obtinute
prin aplicarea repetatd a relatiei de recurentd (3B.3.12). Figura 3B.3.2 aratd cd dependentele
p;,~f(Ct) a coeficientilor de transfer se schimba considerabil doar intr-un mic interval in jurul
valorii C=1, in timp ce forma generala a dependentelor de mai sus se schimba foarte putin pentru
0.1<C<0.99.

Valabilitatea relatiei pentru coeficientii de transfer a fost verificatd considerdnd pulsuri

(i). Pulsul rectangular

w(i0)=1 w(i+1)=1 1<i<N-I, w(0,0)=%,
w(N,0)=¥, w(1,1)=¥, w(N+1,1)=%, (3B.3.16)
(7). Pulsul sinusoidal
) (2x(. 1-C )
W(l’t):Sln[W(Z_T_CtD’ t=0,1, 1<i<N (3B.3.17)
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Rezultatele obtinute analitic (ecuatiile (3B.3.10) si (3B.3.15)) au fost comparate cu acelea
obtinute cu ajutorul simularilor numerice (ecuatia (3B.3.6)). Figura 3B.3.3 prezintd aceasta
comparatie pentru C=0.5 si t=200 in cazul unui puls rectangular, respectiv pentru =400 in cazul
unui puls sinusoidal. Concordanta dintre rezultatele teoretice (graficele din stanga) si cele numerice
(graficele din dreapta) este foarte buna.

(ii) Comportarea asimptotica

Relatia (3B.3. 16) care da coeficientii p;, este destul de complicata. De asemenea, operatiile
de insumare dureaza foarte mult pentru calculele numerice corespunzand unor valori mari ale ¢.
Deoarece calculul analitic al distorsiunilor este util doar pentru valori mari ale numarului ¢ de pasi
DF, este necesar sa fie studiatd problema aproximatiilor asimptotice pentru coeficientii de transfer.
In acest sens, oscilatiile care apar in graficele din Figura 3B.3.3 sugereazi ci aproximatiile
asimptotice pot fi exprimate cu ajutorul integralelor Airy [22].

T (@ ()

200 300 . 400 500 200 300 ; 400 500
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Observand ca nivelul mediu al oscilatiilor coeficientilor p;, este egal cu 1/2C, este posibil s
scriem:

S
| l—J‘Ai(z)dz , pentru §20,

% \5\
__J'Al( z)dz , pentru S<0,

P = (3B.3.18)

unde A4i(#z) sunt functiile lui Airy, iar S = S(j,#) reprezinta limita de sus a integralei, care trebuie sa
fie determinata.

Functia S(j,#) trebuie sa fie evaluata numeric pentru diferite valori ale C si . Considerand
ca solutia trebuie sa fie simetricd in jurul valorii j=0, precum si faptul ca solutia trebuie sa se
anuleze pentru j <-C¢ si j> Ct, am adoptat expresia:

1 C(l-t)-1-|j
sciny=L. i

3f m—n(0.55-C)
cu doi parametri “liberi” m §i n, care pot fi evaluati prin metoda gradientului, impunand conditia

“fitarii” optime a primelor 5 maxime ale coeficientilor de transfer simulati. Rezultatele obtinute
pentru acesti parametri sunt:

(3B.3.19)

m=0,362 si n=0,553 (3B.3.20)

Comparararea valorilor exacte (date de relatia (3B.3.16)) si a celor date de aproximatia
asimptotica (relatiile (3B.3.18) si (3B.3.19)) ale coeficientilor de transfer conduce la urmatoarele
rezultate:

(1) concordanta dintre valorile date de aproximatia asimptotica si cele exacte este foarte buna
si creste in timp, dupa cum este de asteptat. Comportarea asimptotica este atinsa Intotdeauna pentru
t > 4000, cu erori relative mai mici decat <0,6%;

(it) amplitudinile oscilatiilor coeficientilor de transfer p;; - evaluate pe baza aproximatiei
asimptotice — sunt mai mici decat cele reale;

(iii) erorile relative cresc sistematic cu distanta de la regiunea ¢(I-C)< j< t(1+C)
(corespunzand limitelor de propagare) si cu diferenta | C— 0,51 .

(iii) Evaluarea Distorsiunilor Pulsurilor
Pentru a evalua distorsiunile pulsurilor, trebuiesc utilizate unele expresii aproximative ale
elongatiei pulsului simulat. Se obtine:

ob
! (3B.3.21)
9
k=
In consecinta, ecuatiile (3B.3.9) devin:
t+1 ab
ZMWHMTUZmnwﬁ (3B.3.22)
e k=j+i
unde:
op
Ap; =p; =P =(2-C) a” (3B.3.23)
Tl ivcrn

Daca > N >>], ecuatia (3B.3.22) poate fi scrisd cu ajutorul integralelor Riemann,
presupunand cd indicii j si b pot avea valori continue:
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N+0.5 a
wox [ |- C)%bm, +(1=C)-p(x—1i- 1)% dx  (3B3.24)
i+x=0.5

i+x

Figura 3B.3.4 prezinta dependenta cantititii 4p;, de indicele j pentru /=200, C=1 si C=0.5.

10 10
C=1 .| C=05
d‘.:,
<
00 0.0
05 100 2?0 300 400 08 100 200_ 300 400
j j
Fig. 3B.3.4

Aceastd reprezentare grafica si ecuatia (3B.3.24) permit sd se dea o descriere calitativa a
distorsiunilor. Cel de al doilea termen din ecuatia (3B.3.24) este un termen pur de distorsiune, care
dispare pentru C=1 si depinde puternic de panta pulsului initial. Prin compararea reprezentarilor
grafice pentru C=1 si C=0.5, poate fi evidentiat efectul distorsiunilor produse de primul termen din
ecuatia (3B.3.24). Amplitudinea pulsului real (data de amplitudinea primului maxim al Ap;, ) este
mai micad decat cea asteptatd, in plus aparand cateva distorsiuni suplimentare. Astfel, primul extrem
negativ din stdnga poate fi inteles in functie de pulsul de semn opus care-1 urmeaza pe cel real, dupa
cum se aratd In sectiunea urmatoare.

In general, evaluarea distorsiunii unui puls bazati pe ecuatia (3B.3.24) este destul de dificila
si poate fi obtinutd doar cu ajutorul unor calcule numerice. Cu toate acestea, In unele cazuri
particulare, pot fi obtinute relatii semiempirice specifice pentru a descrie amplitudinea primului
extrem (varf) al distorsiunii.

Fie d raportul (masurat in procente) amplitudinilor pulsului de semn opus, respectiv
pulsului real. Pentru pulsurile Gaussiene, respectiv sinusoidal se gaseste:

~-57+14x107¢, pentru 5000 < £ <10000 ,
respectiv: = -7.7+5.14 x log(?) , pentru 200 <7 <3000 .

Valabilitatea acestor relatii semiempirice poate fi verificatd numeric, constatindu-se o
concordantd satisfdcatoare cu rezultatele simulérilor numerice (erori <2% pentru un domeniu larg
de valori ale #).

Deosebit de interesant este cazul pulsului rectangular. In acest caz, deoarece:

ab
9

=0

i+j
aproximatia asimptotica a ecuatiei (3B.3.24) conduce la:
W, ®(2=C)(Py.osiy — Pos-is) (3B.3.25)
Din ecuatia (3B.3.18), reiese atunci ca:
1 |S¢j=N+0.5-i )|
W, =(2-C) 5= [ 4i(z )z (3B.3.26)

0

expresie care concordd bine (erori <1%) cu rezultatele simuldrilor numerice.

d) Fenomene Numerice intervenind in Simulirile DF ale Propagirii Undelor [20]

Simulérile prin Metoda Diferentelor Finite (DF) sunt totusi supuse anumitor erori, datorate
unor fenomene numerice specifice. Principalele fenomene numerice (instabilitate, dispersie, ne-
convergentd) specifice simuldrilor propagarii undelor prin medii ideale au fost observate inca din
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anii 1920, cand R. Courant, H. Friedrichs si W. Lewy [19a] au stabilit conditiile in care apar
instabilitdtile (C = tvg / € > 1, unde C este criteriul de similitudine al lui Courant, t, € sunt pasii DF
temporal, respectiv spatial), respectiv dispersia (C =1vg /€ <1) pulsului simulat in cursul
propagdrii printr-un mediu ideal (in asemenea medii, viteza propagarii fazei vq,.este aceeasi pentru
toate componentele armonice ale unui puls arbitrar). Mai tarziu, profesorul P.P. Delsanto
(Politecnico di Torino) si colaboratorii sdi au evidentiat [13] aparitia unor distorsiuni specifice in
cazul simularilor care folosesc valori mai mici decéat 1 ale criteriului de similitudine al lui Courant,
cea mai importantd constand in aparitia unei distorsiuni opuse fatd de pulsul simulat, care urmeaza
imediat acest puls (simulat).

Sectiunea de fatd prezinta rezultatele obtinute [20] cu privire la principalele fenomene
numerice specifice simuldrilor cu diferente finite (DF) ale propagarii pulsurilor (in particular,
ultrasonore) prin medii ideale.

(1) Rezultate Numerice

Ecuatia (3B.3.6) a fost utilizata pentru a studia propagarea pulsurilor pentru diferite alegeri
ale formei pulsurilor initiale si diferite valori ale numarului lui Courant C. in figurile care urmeaza,
numarul de pasi In timp ¢ a fost ales astfel ca sa avem acelasi timp real (fizic):

r=t65
pentru simuldrile cu diferite valori ale C, presupunand ca pasul spatial ¢ este independent de
numadrul lui Courant (¢ =1).

Considerand ca, pentru aplicatii, lungimea fizicd poate fi masuratd (scalatd) prin latimea
pulsului, distanta fizici poate fi definiti prin unititi alese egale cu litimea pulsului initial. In
cazurile de interes practic (spre exemplu, in tomografie sau evaludri nedistructive), lungimile de
unda caracteristice pulsurilor sunt uzual de ordinul milimetrilor, in timp ce dimensiunile probelor
(esantioanelor) sunt de ordinul de mirime al catorva centimetri. In consecinta, este necesar — in mod
uzual — sa se considere propagdrile doar pe distante egale cu cca. 100 ori latimea pulsului.

Rezultatele obtinute pentru propagarea unor pulsuri avand initial forme rectangulare,
sinusoidale sau Gaussiene sunt prezentate - pentru diferite valori ale C — in Figura 3B.3.5. Numarul
pasilor in timp a fost ales: ¢ = 4500 si 1500 pentru C=0.3, respectiv C=0.9. Cele trei cazuri
corespund unei deplasari a pulsului cu aproximativ 15-20 latimi ale pulsului initial (70 noduri ale
retelei de diferente finite pentru pulsuri rectangulare si sinusoidale, respectiv 50 noduri DF pentru
pulsurile Gaussiene).

Dupd cum era de asteptat, distorsiunile numerice cresc odatd cu scdderea valorilor
numarului lui Courant C. In general, existi o stransi dependenti a distorsiunilor de panta pulsului
(dupa cum s-a aratat deja 1n sectiunea 3B.3.c.(iii)). Acest lucru explica si comportarea foarte
neplacuta a pulsurilor rectangulare sau sinusoidale modulate Gaussian (rezultatele corespunzand
ultimului caz nefiind prezentate aici din motive de spatiu limitat). Analiza numerica efectuata arata
ca distorsiunile scad dacad pulsurile initiale sunt discretizate printr-un numar mai mare de
componente (peste un numar mai mare de noduri ale retelei DF de diferente finite). Cu toate
acestea, In cazul unei asemenea imbunatatiri (echivalentd cu o latime mai mare a pulsului), va fi
necesar un numar mai mare de iteratii pentru a descrie propagarea pulsului pe aceeasi distanta
fizica.

Figura 3B.3.6 prezintd amplitudinea primului varf al distorsiunii in functie de timp pentru
pulsuri sinusoidale si — respectiv - Gaussiene.

Comparatia dintre cele doud reprezentdri grafice conduce la cateva constatiri de interes
practic. Pentru durate scurte ale propagarii, distorsiunile sunt mai mari pentru pulsurile sinusoidale
si aproape nesemnificative pentru pulsurile Gaussiene. In cazul duratelor mai mari de propagare,
distorsiunile pulsurilor sinusoidale se stabilizeaza (la ceva mai putin de 10% din amplitudinea
pulsului simulat), in timp ce pentru pulsurile Gaussiene distorsiunile continua sa creasca (pana la
20% sau chiar mai mult din amplitudinea pulsului simulat). In concluzie, din punctul de vedere
numeric, pulsurile Gaussiene par sa fie cele mai convenabile pentru aplicatii, atunci cand numarul
de iteratii este suficient de mic.
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In Figura 3B.3.7 este prezentati o analizd similard aceleia din Figura 3B.3.6, in scopul
testarii dependentei primului varf al distorsiunilor de numarul componentelor care descriu pulsul
initial. Amplitudinea varfului distorsiunii corespunzand unui puls sinusoidal descris de N= 50, 75 si

—respectiv - 100 componente DF este prezentatd in functie de timpul fizic:

T=t9

pentru C= 0.3. Dupa cum este de asteptat, aceastd amplitudine scade considerabil odatd cu
cresterea numarului N de componente DF ale pulsului simulat.
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Studiul numeric detaliat efectuat permite o descriere a structurii pulsului propagat, cu
caracteristici dependente calitativ de forma pulsului initial, de numarul pasilor temporali efectuati si
— respectiv — de numarul componentelor DF ale pulsului simulat, precum si de numaérul lui Courant
C, in buna concordanta cu prezicerile teoretice ale Sectiunii 3B.3.c.

(i1) Fenomene Numerice specifice Simularilor DF (cu valori mai mici decadt 1 ale numarului
lui Courant) ale Propagarii Undelor

Rezultatele obtinute indica faptul ca simuldrile DF adauga (in durata simularii propagarii
pulsului real, in plus fatd de acesta) cateva “pseudo pulsuri”. Daca pulsul original este localizat
initial intre i=1 §i i=N, dupa ¢ pasi temporali, el va fi localizat in regiunea 1+C(¢-1)<i<N+C(z-1) .
In afara acestei regiuni, apar cateva pseudopulsuri, care pot fi clasificate dupa cum urmeazi:

(a) Distorsiunea (pulsul parazit) in sens opus: care apare 1n imediata continuare a
simularii pulsului real. Amplitudinea acestei distorsiuni, opusa ca sens fatd de pulsul real, este la
inceput direct proportionald cu panta ultimei parti a pulsului incident. Pentru valori mari ale ¢, o
asemenea distorsiune poate atinge amplitudini mai mari decat 10% din amplitudinea pulsului real,
pe care-1 urmeaza.

(b) Un domeniu de distorsiuni cuasi-nule: localizat intre pulsul “ecou” (vezi in
continuare) si distorsiunea de sens opus care urmeazad simularea pulsului real. Este greu (practic
imposibil) sd se recunoasca forma acestor distorsiuni, deoarece amplitudinea lor este foarte mica
(aproximativ 10~ din amplitudinea pulsului real).

(¢) Un domeniu de distorsiuni practic nule: localizat in regiunea exterioara fata de pulsul
real si — respectiv — “ecou’:

i<—C-t-23t si: i>C-t+N+2t
Distorsiunile din aceasta regiune sunt mai mici decat 10 din amplitudinea pulsului real.
cerintele de forma simetrica (respectiv antisimetrica) ale pulsului simulat, pentru cele doud conditii
initiale. Pulsul “ecou” este asemdndtor ca formd cu pulsul real si se propagd in sens opus, cu
aproximativ aceeasi viteza. Acest puls prezintd un maxim, aproximativ in pozitia:

i=—C-t+3t (pentruC=0.5)

iar semilatimea sa creste in timp, devenind stabild pentru durate mari ale simuldrii propagarii si
avand aproximativ aceeasi lungime N ca si pulsul real. Amplitudinea relativa a pulsului “ecou” fata
de cel real depinde de panta partii frontale a pulsului: pana la 10% pentru pulsurile rectangulare,
1% pentru pulsurile sinusoidale, respectiv cca. 0,1% pentru pulsurile Gaussiene.

Concluzii

Analiza distorsiunilor care intervin in simuldrile numerice este o problema interesanta din
punct de vedere matematic si este utild pentru diferite aplicatii practice. In fapt, este necesar si
existe certitudinea cd orice efect sau rezultat care este obtinut prin simularea numericd are intr-
adevar caracter fizic, nefiind datorat unor probleme numerice (spre exemplu, absentei convergentei
sau stabilitatii).
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Se constata ca existd o foarte bund concordanta intre distorsiunile evaluate in baza abordarii
analitice prezentate mai sus si rezultatele numerice. Analiza efectuata a simularilor utilizand scheme
cu diferente finite (cu valori C<1) ale propagarii undelor evidentiazd urmatoarele principale
rezultate:

(i) abordarea statisticd bazatd pe proprietatile momentelor pulsurilor sugereaza existenta
distortiunilor, care — in general — micsoreaza intrucatva viteza de propagare a pulsurilor;

(11) folosirea unor “coeficienti de transfer” p;, permite descrierea componentelor pulsurilor
simulate; pentru valori uzuale ale numberelor de pasi din schemele cu diferente finite (DF) acesti
coeficienti de transfer pot fi calculati cu ajutorul unei distributii tetranomiale, in timp ce
comportarea lor asimptotica poate fi descrisa precis cu ajutorul integralelor Airy;

(iii) a fost evidentiatd existenta — in afara pulsului real — a urmatoarelor distorsiuni
caracteristice: “semnalul (pulsul) opus” care urmeaza dupd pulsul real, “pulsul ecou” care se
deplaseaza in sensul opus deplasarii pulsului real (aceastd distorsiune este generatd de
imposibilitatea de a satisface concomitent — pentru C<1 — conditiile initiale), domeniile “quasi-nul”
si — respectiv “nul”, caracterizate de amplitudini extrem de mici ale oscilatiilor locale simulate;

(iv)existenta unor diferente remarcabile intre distorsiunile unor pulsuri de forme diferite; in
unele cazuri (spre exemplu, al pulsurilor sinusoidale) distorsiunile apar dupa un numar relativ mic
de iteratii, dar ceva mai tarziu se stabilizeaza ca dimensiune, in timp ce 1n alte cazuri (spre exemplu,
al pulsurilor Gaussiene), distorsiunile devin sensibile abia dupa multi pasi in timp, dar ele cresc apoi
pana la valori mai mari; 1n toate cazurile, vitezele de propagare sunt foarte putin afectate, deoarece
forma partii din fata a pulsului este — in general — bine pastrata;

(v) in timp ce existd o diferentd deosebit de mare (“dramatica”) intre comportarile
corespunzand valorilor C=0,99 si C=1, diferentele care apar intre simuldrile corespunzand unor
valori mai mici ale C (spre exemplu, intre cele corespunzand valorilor C=0,1 si C=0,99) sunt
relativ mici. In concluzie, in conditiile in care nu poate fi asigurati intotdeauna (spre exemplu,
pentru medii neliniare sau 2-D, respectiv 3-dimensionale) alegerea valorii C=1, alegerea valorii
numarului Courant nu mai este importanta.
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