Cap.2 Mecanica punctelor materiale. 2-30

Riaspuns: a) Nu. Caracterul inertial/neinertial al unui referential este specific acestuia, fiind
stabilit (pornind de la definitia datd) pe cale experimentald, cu utilizarea unui punct material
aproape liber (in absenta frecarilor si in conditiile unei rezultante neglijabile a interactiunilor).

b) Durata celui mai scurt proces neinertial specific Pamantului (rotatia n jurul axei
proprii) fiind de 24 ore, referentialele solidar legate de Pamant sunt aproximativ inertiale pentru
durate At <1 minut.

Deoarece valoarea numerica SI a vitezei undelor electromagnetice fata de un referential
(in particular, a vitezei luminii 1n vid) [1],[5] este implicatd n definitia unitétii fundamentale SI
de lungime (metrul), viteza luminii in vid este o constanta fizica fundamentald (primitiva).

d) Cuasisincronizarea ceasornicelor aflate in miscare relativa lenta
Consideram un mobil M aflat in miscare relativa cu viteza v fata de sistemul de referintd S. Fie
C, C; si C, - trei ceasornice identice, primul (C) solidar legat de mobilul M, iar celelalte doua
(C; s1 C,) aflate 1n repaus relativ fata de referentialul S si sincronizate intre ele (vezi fig.2.5).
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fn momentul cand mobilul M trecd” fﬁ-@resptul ceasornicului C;, odatgmmicald C si C; suntesincroniz
ceasornicul C, obtinandu-se rezultatul At, (durata "proprie"), respectiv de ceasornicele C; si C,,

obtinandu-se rezultatul At(v). Datorita efectului de "dilatare" relativista a duratelor (v.sectiunea
3A.4d), avem:

At
At(v) = = .
-2
C

Desincronizarea ceasornicelor C si C,, produsa dupd durata At, (masuratd de ceasornicul
C) de la sincronizarea ceasornicelor C si C; este:

Stv) = M(V) = AL, = At | ————1]. (2.2.1)
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Reiese ca desincronizarea relativa a ceasornicelor aflate in miscare relativa este:
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awm _ 1y 2.22)
At, )2
\/ e
iar pentru miscarile relativ lente (v<<c):
2
52(:) ~ _2vc2 _ (2.2.3)

o
Vitezele mobilelor uzuale (macroscopice) fiind mai mici sau cel mult de ordinul de marime al
primei viteze cosmice (v; = 7,9 km/s), reiese ca - in acest caz:

2
o) gl( 7’95j ~3.47.107,
At 203410

deci desincronizarea absolutd produsd in durata unui an (=3,1557- 107 s) este:
St(v) <3,1557-107-3,47-107'° =2 10,95 ms.

Se constatd cd, In conditii uzuale (corpuri macroscopice cu viteze <8 km/s),
desincronizarea produsa este neglijabild; in concluzie, desi sincromnizarea perfectd a unor
ceasornice aflate in migcare relativa nu este posibild, deoarece desincronizarea unor ceasornice
aflate in miscare relativa lenta (v <8 km/ s) este neglijabila, reiese ca aceste ceasornice pot fi
sincronizate aproximativ (cuasi-sincronizate).

¢) Definitiile coordonatelor pozitiei
momentane a unui punct material o (ts)
Consideram un ansamblu de 3 statii M -
radar necoliniare, aflate in repaus relativ, o !
cuplate rigid cu ceasornice identice
sincronizate (ansamblu care formeazd un 4 .
referential R) si un mobil (punct material) M » C: R
avand o miscare arbitrara fatd de acest ey fu(he) ta ;r’ﬁ"’}
referential (fig.2.6). Fie t;, st t;,(t;) R,
(i=1,2,..n (= 3)) - momentele la care este emis '
un impuls electromagnetic foarte scurt,
respectiv  este receptionat de radarul R; ' '
(momente determinate de ceasornicul C;) G C.
impulsul foarte scurt emis la momentul t,,
dupa reflectarea (reemisia instantanee) de catre
mobilul M. In conditiile unor campuri (in
particular, gravitationale) slabe, duratele de
propagare R;M si invers (MR;) sunt egale:
t,—t, =t,(t,)—t;, deci momentul pentru care

Figura 2.6.

Ad(t) =—(23—[T-[’r )-te]

statia radar R; ofera o informatie despre pozitia
mobilului M este: ¢, = (¢, +¢,(t,))/2, distanta
MR; fiind la acest moment:

di (ti) = % [tir (tie) - tie] :

(i)

Figura 2.7.
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Emisia succesiva (la intervale scurte de timp) a unor asemenea impulsuri elec-
tromagnetice foarte scurte permite evidentierea miscarii relative a mobilului M fata de statia
radar R; (v.fig.2.7). Cu ajutorul graficelor de tipul celui din fig.2.7, se determind distantele:

(1) dj; dintre statiile radar R;, R; (aflate in repaus relativ, i # j) si coordonatele Xx;, y;

(i=1, 2, 3) ale statiilor radar, in baza sistemului: (x, —x,)* +(y,—y;)’ =d;, unde (i, j=1, 2, 3)

i

(se presupune cd: z,=z, =z, =0, impunindu-se incad 3 conditii arbitrare, in particular:

x, =y =y,=0),

(i1)d;(t) la un acelagi moment t (masurat in referentialul R), dupd care coordonatele
X(t), y(t) si z(t) ale mobilului M, 1la momentul t, se definesc ca solutii ale sistemului:

(x(t)=x, ) +(¥(t)—y, ) +(z(t)—z,)* =d>(t)unde i=1, 2, 3. (2.2.4)

f) Definitiile marimilor vectoriale: raza vectoare, viteza si acceleratie
Raza vectoare 1(t) corespunzand pozitiei mobilului M la momentul t se defineste drept

x(t)
vectorul-coloand 7(¢) =| y(¢) | al coordonatelor acestui mobil.
(1)
Distanta d(t) dintre mobilele M| s1 M, la momentul t se defineste prin relatia:

d* (1) = (x,(0) = x,(0) + (1, () = 1, () +(2,() ~ 2,0 = (7 ~F)" (7, —7), (2.2.5)
unde 1; §1 T, sunt razele vectoare corespunzand (la momentul t) celor doua mobile, iar (T, — fl)T
este transpusul vectorului T, — 1j:

(7 =R =06 =X, =02 = 7).
Componentele vitezei momentane a mobilului M fata de referentialul R se definesc prin

.. . Ax dx dy dz . . 5 . .. .
relatiile: v, =lim—=—yv =——v =— ,iar viteza momentand - ca marime fizica vectorialda
Yoam0Ar dr T dr dt
- prin expresiile echivalente:
v, (1) x(t)
vy =| v, |=L| vy | = (2.2.6)
y ar| T -

t
v.(1) z(1)
Componentele acceleratiei se definesc prin relatiile:
A dv
Ve B Dy e (2.2.7)
a0 At dt dt dt
iar acceleratia - ca marime fizicd vectoriald - prin relatiile echivalente:
a,(?) v, (1)
a) = a'(t) =—|v (?) _ (2.2.8)
g | 7| dt o
a.(?) v. (1)

Desigur, ultimele 2 expresii vectoriale admit si relatii inverse:

r(t)y=r0)+ jidt , respectiv: v(z) =v(0) + j adt (2.2.9)
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2.2.3. Un mobil porneste din repaus intr-o miscare rectilinie, cu viteza initiala v, =1 m/s.
Stiind ci acceleratia mobilului variazi uniform in timp: a=a’t (unde a'=0,5m-s”) si are

acelasi sens cu viteza, sa se determine: a) viteza mobilului dupa 10 secunde; b) spatiul parcurs
in acest timp.

Rezolvare: In baza relatiilor (2.2.9), obtinem:

t t '
8) w(0)=v, + [a(®)dt =v, + [a'tdt =v, +%t2 —26mls.
0 0

t t al al
b)) s=x@)-x,=|vO)dt=|(v, +—t)dt =v it +—1 =933 m.
) (1) - x, !v() !u S =v+

2.2.4. Un corp se deplaseaza uniform in lungul unei circumferinte de diametru d=0,159 m, pe
care o parcurge in durata T=5s. Se cere: a) valoarea medie <|v [> a modulului vitezei punctului

material; b) modulul |<v >|=|v, | al vitezei medii (ca marime vectoriald) corespunzand duratei

T=5s; c) sd se explice de ce valorile obtinute mai sus sunt diferite.

Rezolvare: a) Deoarece lungimea circumferintei este s = 7zd , gasim:

<|17|>E17=ﬂ50,1m/s.
T

b) |<v>=v,|=|— . Deoarece durata T=5 s coincide cu perioada miscarii circulare, dupa

acest timp corpul revine in locul de pornire, deci: Ar =0 si |[<v >= v, |=0.

¢) Intre variatiile razelor vectoare ale corpului in intervalele de timp: (0, At), (At At, + At)) si
(0,At, + At,), notate prin Ar, Ar, si — respectiv - Ar, existd relatia: Ar = Ay + Ar,, care
implicd inegalitatea: | Ar [<| Ar, |+ ]| Ar, |= Ar, + Ar, . Pe de altd parte, din relatia: Ar = Ar, + Ar,,

reiese si expresia:
- Ar Ay Ay A, An, Ay At
vV, =—=— —+———==—V +—=V,;
At At A, At A, At At

din aceasta ultima expresie dedusa, gisim ca:

Ar At At

_ S v] . _1 + vz . _2 ,

At At At
de unde: |<v >|<<| v |>, semnul egal realizandu-se doar in cazul miscarilor rectilinii.

Problema 2.2.5: Se considerd miscarea pland (intr-un plan) a 1y {t-hil'ﬂ‘.’"--. Al

unui punct material. Sa se deduca expresiile: e
a) vitezei liniare V in functie de raza vectoare T s§i viteza / A0t
unghiularda ® corespunzatoare; fam ;*’f
b) acceleratiei liniare a in functie de T, ® si acceleratia I.’lﬁé‘”f’
unghiulard €. s 4
Rezolvare: a) Deoarece raza vectoare T=r-1, unde I este ﬂéﬂé
vectorul unitar al razei vectoare, avem: Figura 2.8
AN S R
dt dt

in continuare, tinand seama ca (vezi fig.2.8):
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AL L(t+Al)—1(z) AHxL deci:

AL lim Agx1 [limﬁij7 =ox1 ,
A—0 At A—0 At

reiesind urmédtoarea expresia a vitezei liniare:
v—r—rl +wXFr. (2.2.10)

b) Pornind de la definitia acceleratiei liniare a, gasim:

dv d

c_z:—:—(rl +0xr);

dt dt

in continuare, se obtine:
.~ do
a=7rl +7l +—xr+aoxv,
dt
si in final:

a=7l +2@%xF1)+EXT +@ x (@ XT). (2.2.11)

Problema 2.2.6: Un punct material efectueaza o migcare circulard uniforma in jurul originii O a
rad rad -

axelor. Componentele x i y ale vitezei sale unghiulare sunt ©, =2 —, ®, =-3—. In cursul
S S

miscarii sale, punctul material considerat trece printr-un punct a cdrui razd vectoare este

r=31 +1 —3-1,. Deduceti: a) componenta ®, si modulul vitezei unghiulare, b) viteza liniara

v si accelera‘gla centripetd a,, corespunzand pozitiei punctului material daté de raza vectoare T .

Rezolvare: a) Deoarece: (®,7)=90°, avem: 0= T =0,X + 0y+0,z=3x2-3x1-30,,

rad rad
reiesind ca: ®, =1—, (9=1/c02+co +co =4/14
s

11 L
x y z
b)v=oxr=2 -3 1 =8-Tx+9-Ty+11-Tz(ﬁ) , respectiv:
301 -3 ’
LoL L
— — ’ - - - m
a,=oxv=2 -3 1 =—42~1x—14~1y+42~12(s—2).
8 9 11

§2.3. Definitii si raporturi intre principalele marimi ale dinamicii

a) Definitia (componentelor) impulsului ca marime fizica primitiva
Consideram 2 corpuri rigide / si 2, aflate initial in miscare cu vitezele vy, (>0) si
Vo (<0) 1n lungul axei Ox (v.fig.2.9). Dupa ciocnirea -
plastica dintre cele 2 corpuri, corpul rigid R rezultat se v y
va deplasa cu viteza v,. Operatiile de echivalenti - ] > < 2
ordonare si legea de compunere care conduc la
definirea componentei x a impulsului ca marime
primitiva sunt: v,>0— p, >[py|,

vx<0_)p1x<|p2x| sl R Ve
plep2x :px‘

o~ 0 Figura 2.9.
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Dupé definirea similard a componentelor py si p,, se defineste marimea primitiva
vectoriald - impuls prin componentele sale:
P,
p=p.L+p,L+p.L=|p, (2.3.1)
P

b) Definitia generala (in medii anizotrope) a masei

In cazul general al mediilor anizotrope [problemi deosebit de importanti in particular
pentru studiul dinamicii microparticulelor (spre exemplu, a electronilor) in retelele cristaline],
impulsul si viteza au directii diferite, ceeace face ca relatiile dintre componentele acestor marimi
sa fie de forma: p,=m.v, +m.y +m_v

xz z?

py - I’}’lyXVx + myyvy +m v

vz z?
p.=m., v +mv +m_v..
Sistemul format de aceste relatii poate fi scris in forma matriciala:

px mxx mxy m v

Xz X
pv)=|p, |=|\m, m, m_||v |=m-V, (2.3.2)
pz mzx mzy mzz vz

unde m este matricea masei efective.

In absenta fenomenelor de histerezis (memorie) dinamic(a), elementele acestei matrici
L : 1o, : .
pot fi definite prin relatia: m,; (v) = —J@d\// = P , unde 1,j=X,y,z (2.3.3)

jod o\,
Intr-adevir, pornind de la expresia diferentiald a componentelor impulsului:
_ p;
dpi(v) = — 5

se obtine - in absenta fenomenelor de histerezis: p(0) = 0 - expresia:

P =Y [Py, =¥ m, @),

J=X,3,2 0 J J
de unde: P =|m, |- v=m-v. (2.3.4)

Mentionam c¢d, pentru miscari relativiste (v<c) este utilizatd si matricea masei
incrementale (diferentiale) m *, ale carei elemente sunt definite prin relatia:

m, = % , unde i,j=x,y,z. (2.3.5)

J
Matricea masei incrementale satisface relatia:
dp=m*-dv. (2.3.6)

¢) Definitiile fortei, momentului cinetic (orbital), momentului fortei, lucrului
mecanic si puterii; raporturi intre acestea
In fizica moderna, forta este definita prin relatia:
F = lim ap = a
A—0 At dt
Se constatd astfel ca - in cadrul fizicii moderne - legile lui Newton ale dinamicii se
transforma in definitii ale:

(2.3.7)
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(i) sistemelor fizice de referinta inertiale (prima lege a lui Newton),

(i1) fortei (cea de a doua lege a lui Newton).

Deoarece: p=im v, adoua lege Newton a dinamicii poate fi scrisd si in forma:
_dm _

= a+—-v

dt dt dt dt

Se constatd astfel ca doar dacd elementele matricii masei efective nu depind de timp, legea a

doua a dinamicii poate fi scrisa intr-o forma: F = T -a, similari celei uzuale din manualele de
liceu; conform definitiei masei incrementale, avem in schimb: F = m *a si in cazul relativist!.

Pornind de la marimea fizica vectoriald - impuls p, se poate defini momentul cinetic
(orbital) al unui punct material fatd de originea O a unui sistem de referinta prin relatia:

L=Fxp (2.3.9)

In mod similar, mirimea moment al fortei F fata de originea O a unui sistem de referinta
este definita prin relatia: M =7xF , unde T este raza vectoare a punctului de aplicatie fatd de
origine. In cazul general, celei de a doua legi Newton a dinamicii ii corespunde, in cazul
miscdarilor de rotatie, relatia analoaga:

||

(2.3.8)

d—L—i(Fxﬁ):—rxﬁJrFx@:7x17+\7x;_9:117+\7xﬁ - - ar
dt dt dt dt Fel dr
(2.3.10)
Se constatd cd, doar in cazul miscarilor in medii » > d
izotrope (Vxp =0), relatia dintre momentul fortei si cel do - 6 —
cinetic capata forma "clasica": [
M _ il_lt/ Figura 210.(23 10')

In continuare, lucrul mecanic elementar (diferential) corespunzand unei deplasiri a
punctului de aplicatie al fortei cu dr este definit prin relatia:
dL=F -dr (2.3.11)
Desigur, lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea punctului de aplicatie al fortei F
(eventual variabile: F = F(T)) in lungul traiectoriei C, intre punctele de raze vectoare T, §i T,, va
fi dat de integrala curbilinie (in lungul traiectoriei C parcurse de punctul de aplicatie):

L

Cri—>n

= |F-dr (2.3.12)

C

In cazul in care deplasarea dr a punctului de aplicatie al fortei corespunde unei rotatii cu
unghiul d6 (v.fig.2.10) a razei vectoare T a punctului de aplicatie fatd de originea O, avem:
dr =d6 x 1, deci expresia lucrului mecanic elementar devine:

dL=F -(dOx7)=d0 -(FxF)=M -d0 (2.3.13)

1 Oricum, se constati ci este bine sa legea a doua a dinamicii si fie retinuta in forma sa generali (valabila si in

cazul miscarilor relativiste): F . si nu in forma particularda (valabild doar in mecanica nerelativista):

F=ma .
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A R . . AL :
In fine, puterea este definitd prin relatia: P = lim e unde AL este lucrul mecanic
At—0

efectuat asupra punctului material (in general, asupra sistemului studiat) in durata At. Tinand
seama de definitia lucrului mecanic, se obtine:

=F.v (2.3.14)

Problema 2.3.1: Sa se deduca dependenta de viteza a masei incrementale In teoria relativitatii
restranse.

Rezolvare: Pornind de la expresia cunoscutd (v.si §3., consacrat dinamicii relativiste) a
dependentei relativiste a masei de miscare de viteza, precum si de la definitia masei incrementale
si tindnd seama ca in teoria relativitatii restranse spatiul fizic este considerat izotrop, obtinem:

2 2
m*(V)ZZ_pzdi m0v2 __m, _+ m,v /03/2
v.oa \/1_V \/1_V (1-v’/c%)
c’ c’
si, in final: m*(v):L.
., 2.3/2
(1-v-/c”)

d) Definitiile energiei cinetice si energiei potentiale
Energia cinetica a unui punct material este definitd drept energia datoratd miscarii
acestuia cu o anumita vitezd v (respectiv, impuls p), In baza relatiei?:

v

EC(V)zj.V-dﬁ(sjﬁ-ﬁ*-dﬁ) (2.3.15)

In cazul sistemelor conservative (care nu schimba energie sub forma de cildurd cu
exteriorul), conform principiului conservarii energiei, lucrul mecanic efectuat trebuie sa provina
din scaderea energiei de interactiune (potentiale) a sistemului: dL = —dE,, de unde:

E, =—j17~d7 (2.3.16)

Se constata astfel ca energia potentiald este definitd (pentru sistemele conservative) pana
la o constanta aditiva arbitrara.
Tinand seama de definitia produsului scalar, relatia energie de interactiune (potentiala)-
forta poate fi scrisa si in forma inversa. Intr-adevar:
dE,=—dL=~F -di =—F,dx—F,dy—F.dz,

de unde, pentru valori constante ale y si z:

dE 12
dE, = —Fdx, de unde: F, =~ —* =-— (2.3.17)
dx y,z=const. @C

Deoarece componentele y si z ale fortei sunt date, desigur, de relatii similare, reiese ca:

2 Expresia definitorie a energiei cinetice poate fi justificatd in baza "teoremei variatiei energiei cinetice":
dE.=dL =F -dr, dedusi in baza "teoremei conservarii energiei mecanice", sau pornind de la principiul

conservarii energiei (v.si §2.4).
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k,— JE,— Ok, -
1+ 1+ L. |=-gradE, (2.3.18)

& & &

paranteza din ultima expresie (numita si gradient al functiei energie potentiala E,(X,y,z))

F=F1+F1 +F,1 =—[

poate fi scrisa si cu ajutorul operatorului diferential (si vectorial) nabla (simbol V):

v-27+917,97, (2.3.19)
x & &
in forma:
k,— ck,— JF, -
gradk , = = 1+ P 1, + > L |E,=VE, (2.3.20)

In mod asemanator, in cazul miscarilor de rotatie ale unor sisteme conservative, avem:
dE,=-dL,, =-M-do .
Utilizand expresia produsului scalar prin componentele celor doi vectori:
dE,=-M-d0 =-M d6 —M d6,—M_do. ,
obtinem - pentru valori constante ale componentelor y si z ale unghiului (vector) de rotatie 0:

do -2,

X

dE E
dE,=-M df,,deunde: M =— —" = £ (2.3.21)
0,.,0.=const.

Deoarece componentele y si z ale momentului fortei sunt date de relatii similare, in final
se obtine:

_ _ — — E - CJE, - CE, —
M=M1+M1+M1=-—=21+—=21+—=L11, (2.3.22)
i v o & &
deci:
Mz—gradng =-V,E, (2.3.23)

Problema 2.3.2: Pornind de la definitia momentului magnetic p prin l H
momentul fortei datorat interactiunii sale cu un cdmp magnetic

uniform de inductie B: M = x B, si se deduci expresia energiei

de interactiune corespunzatoare.

Rezolvare: Deoarece sensurile momentului fortei M = [t x B si cel

al cresterii d® a unghiului 6 (format de n fatd de B) sunt opuse b
(v.figura 2.11), avem: - m 48
cos(M,d0) = -1 ® ®
si: Figura 2.11.
E,=~|M-d0 = uB[sin0-d6 = —uB-cos0 =—p-B =—u.B (2.3.24)

e) Principiul conservarii energiei

Dupa cum s-a constatat mai sus, principiul conservarii energiei a fost deja utilizat pentru
definirea energiei potentiale (pentru sistemele conservative); acest lucru nu contravine
rigurozitatii introducerii principalelor marimi ale mecanicii, deoarece - prin definitie - principiile
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fizice sunt adevaruri obtinute prin generalizarea unor rezultate particulare (deci, prin inductie
incompleta), neputand fi deduse (spre deosebire de teoremele fizice).

. . . ... = dp .
Tindnd seama de cea de a doua lege Newton a dinamicii: F =7];, precum si de

_dr . . . < x
definitiile vitezei momentane (v = 7) si energiei cinetice, diferentiala energiei cinetice capata
t
forma:
dE.=v-dp=vdt-F =F -dr ;
pentru sistemele conservative: dE, =—F -dr, deci: dE, =—dE ,» rezultand ca - in acest caz -

suma energiilor cinetica si potentiald (numitd si energia mecanica totala) este constanta:
E,=E _+E, =C(onstanta) (teorema conservarii energiei mecanice).
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§2.4. Elemente privind simetriile geometrice [6]

a) Operatii de simetrie geometrica; matrici asociate

Problema simetriilor fizice va fi abordatd in detaliu in cadrul capitolului 5, consacrat
formalismului analitic al fizicii. IntrucAt insd, descrierea ansamblelor de numere fizice
corespunzand unor vectori sau tensori necesitd unele elemente privind simetriile geometrice,
vom introduce in cadrul acestui paragraf notiunile de baza privind aceste simetrii.

Diferitele configuratii (la momente deosebite) ale unui sistem fizic dinamic prezinta
simetrii specifice, simetria corespunzand configuratiei de echilibru fiind esentiald pentru
descrierea sistemului, inclusiv evolutiilor sale. Trecerea de la o configuratie a sistemului la o
altd configuratie identicad se numeste operatie de simetrie (simbol é). Evident, principalele
operatii de simetrie geometrica se realizeaza prin:

(1) rotatii,

(i) oglindiri (cu mentiunea ca prezintd interes indeosebi operatiile de oglindire
"verticala" &, fatd de plane paralele fatd de o anumita directie de referinta si cele de oglindire
"orizontald" g, fata de plane perpendiculare pe directia de referinta),

(iii) tramslatii, precum si operatii de simetrie combinate (exemplu: rotatii urmate de
oglindiri, translatii urmate de rotatii s.a.).

Oricarei operatii de simetrie O i se poate asocia cite o matrice O . Deoarece operafiile
de simetrie geometrica nu schimba lungimile segmentelor, ele se numesc unitare (simbol U ), iar
matricile asociate sunt numite de asemenea unitare (simbol U ). Fie 7' =(x,y,z) vectorul-linie
al coordonatelor unui punct material, iar T vectorul-coloana continand aceleasi coordonate. In

cazul unei transformari unitare:. r'=U -7, lungimile segmentelor T si ' vor trebui sa
coincida, deci:

12

r :x'2+y'2+z'2=7'T-f'=(U -7)’ U -fsz(UT -(7);:# FExt Y =
constatindca: U'-U = | (unde i este matricea unitate de ordinul 3) si:

U" =U " (proprietatea caracteristicd matricilor unitare). 24.1)

Pe de alta parte:
det(U"-U )=(detU )* =det | =1,

deci determinantul matricii asociate unei transformari unitare poate fi egal cu +1 (transformari
unitare proprii, cum sunt - in particular - rotatiile, eventual "cuplate" cu un numar par de
oglindiri) sau cu -1 (transformari unitare improprii, cum sunt oglindirile, rotatiiletun numar
impar de oglindiri s.a.).
Problema 2.4.1: Sa se deduca matricea asociatd rotatiei 4
cu unghiul 0 in jurul axei Oz. (fig. 2.12)
Rezolvare: Fie x,),z coordonatele initiale ale punctului
material, iar x',y',z" - coordonatele aceluiasi punct material
dupa rotatia cu unghiul 0 in jurul axei Oz. Din figura
2.12 reiese ca intre aceste coordonate exista relatiile: r
X'=xcos0 —ysin0, y'=xsin@+ycos, z'=z, care pot ¥ P/ 1T~
fi scrise in forma matriciala:

cos@ —sinfd 0) (x 0

|

|

|
' |
x |
V' |=| sin@ cos@ O0]-|y|, deci matricea asociatd H‘
z 0 0 1)z °
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cos@ —sin@ 0
rotatiei cu unghiul 0 in jurul axei Oz este: a (0)=| sin@ cos@ 0]. (24.2)
0 0 1

Problema 2.4.2: Sa se deducd matricea asociatd oglindirii in planul &4, care trece prin axa Oz
si formeaza unghiul 6 cu planul xOz.

1 ”

Rezolvare: Fie x,y,z coordonatele initiale ale punctului material considerat, iar x"y"z
coordonatele acestui punct dupa efectuarea oglindirii considerate. Deoarece oglindirea studiata
este echivalenta cu rotatia punctului material cu unghiul —26 (in sensul invers trigonometric),
urmata de 0 oglindire in planul x0z, avem:
x"=xcos20 + ysin260,y"=xsin20 — ycos20,z"=z.
Relatiile precedente pot fi scrise in forma matriciala:
x" cos20  sin20 0O

V' |=| sin260 —cos260 0|y |,

=

z" 0 0 1)z
reiesind cd matricea asociatad oglindirii studiate este:
cos20  sin20 0
G.,=| sin20 —cos20 0 (2.4.3)

0 0 1

b) Descrierea rotatiilor intre doua sisteme
de axe triortogonale arbitrare
Fie (a.p.y), (', B"y") st (a".B".y") -

proiectiile vectorilor unitari (versorilor) 1.,1, si -

respectiv - L, ai axelor Ox', Oy', Oz' in lungul
axelor Ox,0y si Oz. In consecinti, avem (v.si
fig.2.13):

—
Nl

=

a=1,-1 =cosb_,

B=1,-1 =cosb, (2.4.4)
y=1L1,-1 =cos@._,

motiv pentru care parametrii (o, f3,7), (',5".7")

si (a",p",y") sunt numiti cosinugsi directori iai

P

|l
[ =l

directiilor axelor Ox', Oy', Oz' fatd de axele Ox,Oy,

respectiv Oz. Figura 2.13
Se constata ca:

¥=F- T, =r(al, + BT +y T )=axt fripe,

y=F'Ty,=F(a'TX +ﬂ’Ty+}/’TZ)=a’x+ﬁ"y+}/’z (24.5)
=P LR T =

deci relatiile dintre coordonatele x',y',z', respectiv x,y,z ale aceluiasi punct material fatd de cele 2

sisteme de axe triortogonale considerate pot fi scrise in forma matriciala:

Xy fa Boy)(x a By
F=|y|=|la B y||y|=R-F,unde: R=|a p ¥ (2.4.6)
Z! a” ﬂ" }/H z ” ﬂ" 7!!
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este matricea care descrie rotatia de la sistemul triortogonal de axe Oxyz la sistemul similar
Ox'y'z'.
Deoarece axele x',y' si z' sunt reciproc ortogonale, avem:
0=1- ly, =(al, +,61y +7L)-(a'l +,B’1y +7'L ) =aad'+pB'+yy,
respectiv:
a'ad"+fB pB"+y y"=0s1: "a+ " f+y"y =0, (2.4.7)
relatii numite de "ortogonalitate"” a cosinusilor directori.

In fine, deoarece - prin definitie - lungimile versorilor sunt egale cu 1, avem:
=11, =(al + L +yL)(al + Bl +yL)=a’+f +y"
respectiv:
a’+p7 4y =151t @+ pHy" =1, (2.4.8)
relatii numite de normare a cosinugilor directori.

Reiese ca dintre cei 9 cosinusi directori: o,f,y,a',p',y',a",B" si y" ai unui sistem
triortogonal de axe Ox'y'z' fatd de un alt sistem triortogonal de axe Oxyz, numai 3 cosinusi
directori sunt independenti, ceilalti putand fi calculati in functie de acestia, in baza relatiilor de
ortogonalitate si - respectiv - de normare a cosinusilor directori.

¢) Mirimi (cantitati) fizice vectoriale

Ansamblele v de 3 marimi scalare, care se transforma - la aplicarea unei operatii unitare

- in baza relatiei: v'=U -V se numesc vectori (cantitati fizice vectoriale).
Dupa cum la oglindirea intr-un plan o, paralel cu vectorul considerat, respectiv Intr-un
plan o}, perpendicular pe acest vector, avem:

oV, =+v, si: 0,V, =-V , (2.4.9)
respectiv:

ov,=-v, sit oy, =4V, (2.4.10)
marimea (cantitatea) fizica vectoriala respectiva este numitd vector polar (V,), respectiv vector

axial (v,).

Problema 2.4.3: Fie m o oglinda plana, paraleld cu raza vectoare 7 si viteza unghiulard © a
unui anumit punct material, iar 7 - operatia de oglindire fata de planul m. Deduceti expresiile
rezultatelor m7 si ma ale oglindirilor vectorilor T si ® in planul (oglinda) m.

Figura 2.14

Rezolvare: Din figura 2.14, reiese ca: mr =+r, mo = - .
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Problema 2.4.4: Rezolvati aceeasi problema (2.4.3) pentru un plan
m perpendicular pe vectorii T $i ® .

Rezolvare: Din figura 2.15, se obtine: m7 = —7,m@ =+@ . 0\

Problema 2.4.5: Marimile fizice vectoriale care se transforma - in
urma unor oglindiri - In acelasi mod ca si raza vectoare 7,
respectiv viteza unghiulard ®, se numesc vectori polari (simbol
Vpp), respectiv vectori axiali (simbol V,). Deduceti rezultatele

=]

=l)
el

operatiilor de oglindire - intr-un plan arbitrar m - corespunzand

acestor doua tipuri de vectori.

Rezolvare: In conformitate, cu relatiile (2.4.9) si (2.4.10), avem:
MV, =V =V, MV, ==V +V,, g

unde V|,V s Vpi,Val sunt vectorii corespunzand Figura 2.15

componentelor vectorilor v, si V,, paralele si - respectiv - perpendiculare pe planul m.

Problema 2.4.6: Deduceti natura vectoriala (vector polar sau axial) a produsului vectorial al:

a) doi vectori polari v, x v, ,

b) unui vector axial cu unul polar: v, xv .

Dati unele exemple de asemenea marimi fizice vectoriale.

Figura 2.16
Rezolvare: a) Fie m un plan paralel cu vectorii v, (in particular, raza vectoare T a unui anumit

punct material P) si v, (in particular, forta F care actioneazi asupra acestui punct material), plan
care este - in consecintd - perpendicular pe produsul vectorial Vv, x Vi) (In particular, pe
momentul fortei: M =T x F).
Deoarece m(v, xv,)=+v,xv, (v.fig.2.16), reiese cd produsul vectorial al doi
vectori polari (in particular, momentul fortei M) este un vector axial.
b) Folosind aceeasi metoda grafica, se constata ca produsul vectorial v, xv  este un

vector polar (vezi, in particular, egalitatea: v =@ x7 ).

Problema 2.4.7: Sunt fizic echivalente sensurile de rotatie corespunzand acelor de ceasornic,
respectiv cel direct trigonometric, in prezenta unui camp paralel: a) electric, b) magnetic
(fig.2.17)?
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Rezolvare: Intrucat forta este un vector polar, din expresiile fortei electrice, respectiv a fortei
Lorentz:

F,=qEF, =qvxB,
reiese cd intensitatea cAmpului electric E este un vector polar (care nu se schimbi dupi
oglindirea intr-un plan paralel m), in timp ce inductia magnetici B este un vector axial (care isi
schimba sensul in urma unei asemenea oglindiri).

AB
Vd L d c vc
a4
Figura 2.17

In consecinta, cele doud sensuri de rotatie indicate (fig.2.17):
a) sunt fizic echivalente intr-un camp electric paralel,
b) nu pot fi fizic echivalente intr-un cdmp magnetic paralel.

Problema 2.4.8: Sd se deduca natura (vector polar, respectiv vector axial) a momentului
magnetic.
Rezolvare: In conformitate cu rezultatul problemei 2.3.2 (v.mai sus), energia potentiali de
interactiune magnetica este:

By =—H.B=-p-B.

Deoarece energia magneticd nu-si schimba valoarea la oglindiri in plane paralele (o, ),
respectiv perpendiculare (cy,) pe inductia magnetica, reiese ca momentul magnetic | are aceeasi
comportare la aceste oglindiri ca si inductia magnetica (vector axial, v.problema anterioard),
fiind deci un vector axial.

d) Marimi (Cantitati) fizice tensoriale

(1) Masa efectiva - marime fizica tensoriala

Consideram sistemele fizice de referinta R si R', in raport cu care punctul material studiat
are impulsurile P, respectiv p' si vitezele V, v'. In conformitate cu relatia (2.3.4), aceste marimi

fizice sunt legate prin relatiile: p=m-v,p'=m'v' , unde ™ si m' sunt matricile formate de
elementele masei (efective) fatd de sistemele de referinta R, respectiv R'. °indnd seama de
definitia marimilor fizice vectoriale (v.sectiunea 2.4.b), intre marimile de acest tip din sistemele

de referintd R si R' existd relatiile: p'=U -p si v'=U -v, unde U este o matrice unitard
(U '=1M).
Rezulta ca relatia dintre vectorii p si V poate fi scrisa si in forma:
p=U"p=m-v=m-U"v,

care - prin inmultire la stinga cu matricea U - devine:

»=U -m-U" v .
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Comparand aceastd expresie a impulsului p' cu precedenta ( p'=7m"-v"), se obtine relatia
de transformare a componentelor matricii masei efective intre doua sisteme de referinta:
m'=U-m-U". (2.4.11)
Deoarece, prin definitie, o mdarime tensoriala T de ordinul N corespunde unei matrici patratice
de ordinul N, care - la aplicarea unei transformiri unitare U - se transforma prin relatia:
T'=U-T-U", (2.4.11)
reiese ci masa efectivd m este o mirime fizica tensoriald de ordinul 3.

(i) Caracterul simetric al matricii masei efective
Conform definitiei energiei cinetice (v.relatia (2.3.15)), expresia diferentiald a energiei
cinetice este:

dE,=v-dp= Y vdp,,deunde:

c

sz

i=x,y,z i

i

1 —

Pe de altd parte, relatia p=m-V poate fi scrisd si in forma inversi: V=m -p, de

unde:
3
Vi 22(77_1_1)1]}7]-:
j=1

unde T | este inversa matricii masei efective, iar (m™ ); (unde i,j=X,y,z) este elementul (i,j)
al matricii inverse.
Pentru simplitate, vom considera in continuare cazul miscarilor nerelativiste, pentru care
valorile m;; si (ﬁfl)ij nu depind de componentele vitezei (respectiv, impulsului). In acest caz:
2 2
ﬂ=ﬁ=(ﬁ‘1)u si desigur: E, =(m'). .
PDip; P, ! PD;p;i !

Deoarece dependenta energiei cinetice de componentele p;, p; (1,j=X,y,z) ale vitezei este

descrisa de o functie continud, avem:
J’E, O'E,
DD, PP

de unde reiese ca inversa matricii masei efective este o matrice simetrica: (m ' ), =(m '), .

Deoarece:

m-(m ') =(m " -m) = TT = I (matricea unitate de ordinul 3),

reiese ca:
(m" )" =(m)",
deci si matricea masei efective este simetrica:
m' =[m ) =[m ) =) =m (2.4.12)

De o maniera similara, se poate demonstra ca si alte marimi fizice scalare caracteristice
unor sisteme sau medii izotrope au - in cazul general (anizotrop) - caracterul unor tensori
simetrici, in particular: momentul de inertie, permitivitatea electrica, permeabilitatea magnetica
si altele.

(i11) Posibilitatea diagonalizarii tensorilor simetrici; axele principale, vectorii i valorile
proprii asociate unor tensori simetrici
In conformitate cu definitia marimilor fizice tensoriale (v. sectiunea 2.4.a de mai sus), la

aplicarea transformirii unitare R de rotatie de la axele triortogonale Oxyz la axele triortogonale
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Ox'y'z', mirimea tensoriald T se transformi in baza relatiei matriciale: 7'=R-T -R", a cirei
forma explicita este:

rr’x’ Tx’y’ rr’z’ a ﬂ e Txx Try Trz a a' a”
Tv’x’ Tv’y' Tv’z’ =|a ﬁ’ }/ ’ Tyx Tyy Tyz ’ ﬂ ﬂ, ﬁ”
T‘z'x' ]wz'y’ T‘z’z' a" IB” 7" sz T‘zy Tzz 7 7, }/"

Expresiei matriciale de mai sus 1i corespund ecuatiile scalare:
Tx'y’ = (aTxX+Myx+ysz)+ﬂ(aTxy-‘rﬂT'yy-i- zy)+}/(a +16)T'yz+}/]-vzz) $amd
In cazul unui tensor simetric:
r,.=1..1.=T. .s:T,,=T,.,
pentru diagonalizarea matricii T' este suficientd anularea a 3 elemente nediagonale diferite (spre
exemplua T, .7, si T..); ori, ecuatiile:
r., =07, =0si:7,,=0

includ doar 3 cosinusi directori independenti (spre exemplu: o, si '), deci sistemul format de
aceste ecuatii este compatibil (admite solutii). Fie o,,B, si v, - solutiile acestui sistem de
ecuatii (7, =7,. =T, =0), iar y,,B,,v;,,0,B; si v} valorile celorlalti cosinusi directori,

determinate in baza relatiilor de ortogonalitate si a celor de normare. Prin definitie, vectorii:

ap a}) ap
L= 4,1 =8 |s:1,=|5
7, 7, 7

se numesc vectori proprii, iar directiile OX, OY si OZ determinate de respectivii cosinusi
directori se numesc axe principale ale tensorului simetric T.

Deoarece clementele nediagonale ale matricii asociate tensorului T sunt nule fata de
axele principale OX, OY si OZ ale acestui tensor: Txy =Tyx =0, Tyz =T,y =0 si:
T;x = Txz = 0, acest tensor este diagonalizat fata de axele sale principale:

T,, 0 0 7, 0 O
0 T,, O 0 7, O
o 0 7, 0 0 T,

Cele 3 valori diagonale nenule (Tx,Ty si T,) ale formei diagonalizate a unui tensor
simetric se numesc valori proprii ale respectivului tensor. In cazul in care doui dintre valorile
proprii sunt egale, dar diferite de cea de a treia: Ty =Ty # T,, axa principald asociata valorii
proprii distincte (axa OZ) este o axd de simetrie (proprie) a mediului (sistemului) fizic studiat,
iar mediul in care se intdlneste aceasta proprietate este numit uniax.

In fine, in cazul cand toate cele 3 valori proprii ale unui tensor simetric sunt egale intre
ele: Tx =Ty =T, =T, mediul fatd de care exista aceastd proprietate este izotrop, iar matricea
asociatd unui tensor simetric capata fatd de un mediu izotrop forma:

T,

xXyz =

T 0 0
T=|0 T 0|=T-]
00T

unde 1 este matricea unitate de ordinul 3; ultima relatie ne arati si calea prin care marimile
fizice tensoriale in cazul general (al mediilor anizotrope) se particularizeaza in marimi scalare
pentru medii izotrope.
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Problemia: Cunoscand valorile (in unitati egale cu masa de repaus in vid a electronului)
elementelor matricii masa efectivdi a unui electron liber intr-un solid fatd de un sistem
triortogonal de axe Oxyz arbitrar:

08 0243 0
m=[02d3 12 0
0 0 095

sd se deduca pozitiile axelor principale ale tensorului masa efectiva.

Rezolvare: Deoarece, in acest caz, matricea masei efective este partial diagonalizata, pentru
diagonalizarea completd a acestei matrici este suficientd efectuarea unei rotatii in planul xOy de
matrice (v.figura 2.12):

cos@ sinf 0
R(0)=|-sin@ cosé 0
0 0 1

Pentru diagonalizarea completa este necesara indeplinirea conditiei
cos@ sin@ 0)(a b 0)(cos@ -—sin@ 0 m, 0 0

—sin@ cos@ O|-|b ¢ 0| sin@ cos@ O0|= 0 m, O
0 0 1){0 0 4 0 0 1 0 0 m,

de unde:

—sinf@(a-cos@+b-sin@)+cosO(b-cos@+c-sinf)=0si: 1g26 = .
c—a

Deoarece: 2b = 0,4\/5 ,lar: c—a =04, se obtine: 1g26 = V3 si: @ =7 /6 radiani, adica

axele principale OX,0Y sunt obtinute prin rotatia cu 30° a axelor arbitrare Ox,Oy in jurul axei
Oz (care coincide cu axa principala OZ) in sensul direct trigonometric. Desigur, pe aceasta baza
(6@ =7r/6) se pot deduce usor (in continuare) valorile proprii my si my ale masei efective

(evident: m, =095m,,).

in final, mentiondm ci o aplicatie importantd a metodei simetriilor fizice o constituie
conditia (necesard, dar nu si suficientd) de omogenitate fata de operatiile de simetrie a relatiilor
fizice: "Pentru ca o relatie fizicd sa fie corectd este necesar ca toti termenii sdi sa prezinte o
aceeasi comportare fata de fiecare operatie de simetrie admisa de sistemul fizic studiat". Evident,
aceastd conditie este analoaga celei de omogenitate dimensionala a relatiilor fizice (v.sectiunea
1.4.b).
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