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Fascicula 76 a seriei “De la fizica elementară spre fizica modernă”, Evrika 22(251-252) pag. 7-12, iulie-august 2011

ORIGINILE FIZICII CUANTICE (B). 

Legea lui Planck. Cuantificarea radiaţiilor electromagnetice la emisie
Prof. dr. fiz. Dan-Alexandru Iordache

Catedra de Fizică II, Universitatea “Politehnica” din Bucureşti


În prima parte [1] a acestei teme, am studiat principalele noţiuni şi legi (inclusiv empirice) ale radiaţiei termice, constatând că legea lui Rayleigh-Jeans poate fi dedusă drept caz particular al legii lui Planck. Ne propunem să arătăm mai jos că şi celelalte 3 legi empirice (Stefan-Boltzmann, respectiv cele 2 legi Wien: legea “deplasării” şi legea densităţii spectrale a radianţei) pot fi obţinute drept cazuri particulare ale legii lui Planck (v. şi [2], 40-44, [3], pag. 4-12, [3], §IV.1, respectiv [4],  pag. 16-24).

1. Deducerea legii lui Stefan-Boltzmann pornind de la legea Planck a radiaţiei termice 

Pornind de la definiţia densităţii spectrale a radianţei: 
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reiese că radianţa integrală a corpului negru poate fi exprimată în funcţie de densitatea spectrală corespunzătoare, dată de legea lui Planck, prin expresia: 
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Făcând schimbarea de variabilă: 
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 (legea lui Stefan-Boltzmann).
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După cum reiese din relaţia (3), constanta lui Stefan şi Boltzmann poate fi exprimată în funcţie de constantele universale C1 şi C2 ale lui Wien prin expresia:
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Ţinând seamă că: 
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Deoarece, integrând “prin părţi” se găseşte că: 
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 , rezultă pentru integrala definită I expresia:
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Sumele S2n apar în dezvoltarea în serie a funcţiei de variabilă complexă z·ctgz (v. [6], pag. 244-246, [5], pag. 440-441):     
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Aceeaşi funcţie se poate scrie şi sub forma: 
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unde B2n fac parte din şirul numerelor lui Bernoulli, definite prin dezvoltarea în serie:
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care implică relaţia de recurenţă în formă simbolică: 
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Scriind relaţiile de recurenţă pentru n = 2, 3, 4 şi 5: 
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Din comparaţia expresiilor termenilor generali ai celor două dezvoltări în serie ale funcţiei de variabilă complexă 
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         (10) deci pentru n = 2:       
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în perfectă concordanţă (inclusiv numerică) cu legea Stefan-Boltzmann (v. [1], §1.4).

2. Deducerea legii “deplasării” a lui Wien pornind de la legea Planck 

Pentru deducerea lungimii de undă λm pentru care densitatea spectrală 
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 a radianţei unui  corp negru, corespunzând unei temperaturi termodinamice date T a suprafeţei corpului negru, atinge o valoare maximă (v. figura 1, precum şi [2], fig. 35A, respectiv [5], fig. 2.1), vom pune condiţia de anulare a derivatei 
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Efectuând calculele, se obţine:
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Notând: 
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 drept factor comun forţat din paranteza mare de mai sus şi observând că toţi factorii din faţa parantezei mari rămase sunt nenuli, se obţine ecuaţia transcendentă a cărei soluţie este xm:       
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Deoarece ecuaţia de mai sus are o singură soluţie nenulă xm (v. figura 2), reiese că:
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(legea “deplasării” a lui Wien),
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unde xm este numărul real – soluţie a ecuaţiei transcendente (11).
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Fig.1. Definirea lungimii de undă λm pentru care   Fig.3.Rezolvarea grafică a ecuaţiei transcendente

densitatea spectrală a radianţei ((  este maximă                           
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Pentru rezolvarea ecuaţiei transcendente (11), vom utiliza metoda iterativă, de convergenţă rapidă, bazată pe relaţia de recurenţă: 
[image: image39.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

=

+

)

(

)

1

(

exp

1

5

I

m

I

m

x

x

, unde 
[image: image40.wmf])

(

I

m

x

 şi 
[image: image41.wmf])

1

(

+

I

m

x

 reprezintă aproximaţiile valorii xm în iteraţiile I şi I + 1.


Luând: 
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în perfectă concordanţă cu legea empirică Wien a “deplasării” (v. [1], §1.4).

3. Deducerea legilor Rayleigh-Jeans, respectiv Wien a densităţii spectrale a radianţei, pornind de la legea Planck 

Comparând expresiile legii Rayleigh-Jeans a densităţii spectrale a radianţei, respectiv a legii lui Planck (v. [1], relaţiile (15), respectiv (16)):
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se constată că pentru lungimi de undă mari (de regulă, în infraroşu): 
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[image: image49.wmf])

(

l

l

f

n

=

Â

 a legii Rayleigh-Jeans a densităţii spectrale a radianţei, coincidenţa fiind şi numerică pentru: 
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În mod similar, comparând expresiile legii Wien a densităţii spectrale a radianţei, respectiv a legii lui Planck (v. [1], relaţiile (14), respectiv (16)):
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se constată că pentru lungimi de undă mici (de regulă, în ultraviolet): 
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Se constată astfel că: 

a) legea lui Planck include drept cazuri particulare toate cele 4 legi empirice ale radiaţiei corpului negru, inclusiv pe acelea (spre exemplu, legile lui Wien) care nu pot fi explicate în baza fizicii clasice (v. figura 3),

b) deşi legea lui Rayleigh-Jeans este echivalentă fizicii clasice, această lege corespunde rezultatelor experimentale doar pentru lungimi de undă mari (în infraroşu), fiind în completă contradicţie cu rezultatele experimentale în domeniile lungimilor de undă mici (în ultraviolet)
, legea lui Planck concordă cu rezultatele experimentale în toate privinţele (şi domeniile spectrale).
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                                                        Fig. 3. Comparaţie între legea lui Planck (curba continuă,

                                                          în deplină concordanţă cu rezultatele experimentale din

                                                          toate domeniile spectrale) şi legea Wien, respectiv legea

                                                         Rayleigh-Jeans (fizica clasică→”catastrofa ultravioletă”)


Apare astfel întrebarea: Ce “secret” include legea Planck a radiaţiei termice care îi permite să poată explica toate legile experimentale ale radiaţiei termice, “secret” care nu este cunoscut fizicii clasice?

4. Semnificaţia statistică a legii lui Planck a radiaţiei termice

Pe baza rezultatelor obţinute în [1], problemele 1.4.1 şi 1.4.2, reiese că energia medie 
[image: image54.wmf])

(

l

st

W

 corespunzătoare unui mod ondulator staţionar de lungime de undă λ, dintr-o cavitate “adăpostind” o radiaţie termică descrisă de legea lui Planck, este:
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Definind constanta lui Planck prin relaţia: 
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], găsim că energia medie corespunzătoare unui mod ondulatoriu staţionar de frecvenţă 
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Pentru deducerea semnificaţiei statistice a acestei expresii (echivalentă cu legea lui Planck a radiaţiei termice a corpului negru), vom observa că:
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Ţinând seamă de proprietatea de “filtrare” a funcţiei Dirac:
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reiese că expresia de mai sus a energiei medii pentru un mod ondulatoriu staţionar de frecvenţă 
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corespunde unei densităţi energetice (după energie) a probabilităţii:
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unde Z (integrala stărilor) este:
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Constatăm astfel că legea lui Planck
 a radiaţiei termice a corpului negru este echivalentă cu o distribuţie statistică pentru care densitatea de probabilitate după energie p(W) corespunzând stărilor ondulatorii staţionare de frecvenţă ν, ale căror energii diferă de un multiplu întreg al cantităţii hν:  
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 (unde p este un număr natural) este nulă: p(W) = 0
 pentru 
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Reiese astfel că, singurele valori posibile ale energiei unui mod ondulatoriu staţionar de frecvenţă ν într-o cavitate sunt multipli întregi ai cantităţii hν (cuanta de energie = energia unui foton):
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În concluzie, “secretul” legii lui Planck, care o face concordantă cu rezultatele experimentale în toate privinţele (şi domeniile spectrale), constă în faptul că radiaţiile electromagnetice sunt cuantificate la emisie. În acest mod, a fost “lansată” fizica cuantică.

Anexa 1. DEFINIŢIA ŞI PRINCIPALELE PROPRIETĂŢI ALE FUNCŢIEI DIRAC

Funcţia lui Dirac
 realizează legătura dintre distribuţiile statistice continue şi cele discrete.
Una dintre cele mai importante metode de introducere a funcţiei delta a lui Dirac porneşte de la funcţia “treaptă” a lui Heaviside
, definită prin relaţia (v. Figura A1):   
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Fig. A1. Graficul funcţiei “treaptă” a lui Heaviside

În continuare, funcţia delta a lui Dirac este definită prin expresia: 
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Cea mai importantă proprietate a funcţiei Dirac se referă la valoarea integralei definite 
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, unde f(x) este o funcţie continuă. 

Pentru a < α şi pentru a > β, diferenţiala dH(x - a) = δ(x - a).dx este nulă pentru întregul interval [α, β] (diferenţa (x - a) fiind întotdeauna pozitivă în primul caz, respectiv negativă în cel de al doilea, pentru tot intervalul considerat). Se constată astfel că: 
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Pentru 
[image: image74.wmf])

,

(

b

a

Î

a

, avem:

                  
[image: image75.wmf]ò

ò

ò

ò

b

a

e

-

a

e

+

e

-

b

e

+

-

×

+

-

×

+

-

×

=

-

d

×

a

a

a

a

a

x

dH

x

f

a

x

dH

x

f

a

x

dH

x

f

dx

a

x

x

f

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

,

unde ε esteo cantitate pozitivă foarte mică (ε → 0). Ţinând seamă că dH(x - a) = 0 pentru 
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, precum şi de faptul că (datorită continuităţii funcţiei  f(x)) avem:  f(x) ≈ f(a) pentru 
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Sinteza rezultatelor obţinute mai sus este exprimată prin aşa-numita proprietate de “filtrare” a funcţiei delta a lui Dirac:  
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(A3’)

Pentru f(x) = C (Constant) ≠ 0,  α →  - (  şi  β → (, se obţine:

 
                                    
[image: image81.wmf]ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

=

-

d

=

-

d

×

,

)

(

)

(

C

dx

a

x

C

dx

a

x

C


deci - în final – proprietatea de “normare” a funcţiei delta a lui Dirac:
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Problemă rezolvată

1. Verificaţi faptul că distribuţia continuă descrisă de densitatea de probabilitate (
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 conduce la aceleaşi expresii ale:

a) valorii medii teoretice 
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b) condiţiei de normare,

ca şi distribuţia discretă care corespunde colectivului complet 
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Soluţie: a) Pornind de la definiţia (v. spre exemplu [8], [9]) valorii medii pentru distribuţiile continue, se obţine:                  
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expresie care corespunde (v. [8], [9]) unei distribuţii discrete, cu probabilităţile 
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b) În mod similar, se constată că - în acest caz – condiţia de normare care corespunde distribuţiilor continue: 
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coincide cu cea pentru distribuţiile discrete (v. şi [9], Anexa 3.1, pag. 67-73).
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�  Situaţie numită “catastrofa ultravioletă” (a fizicii clasice).


�  Profesorului german Max Planck (1858-1947) din Berlin i-a fost acordat în 1919 premiul Nobel pentru Fizică (pentru anul 1918) pentru “descoperirea sa privind cuantele de energie”.


� Pentru informaţii suplimentare, v.: � HYPERLINK http://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function ��http://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function� 


� În anul 1933, a fost acordat Premiul Nobel pentru Fizică profesorului britanic Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).


� Pentru informaţii suplimentare, v.: “The MacTutor History of Mathematics archive, Oliver Heaviside (1850-1925)”.


� Cărţile editurii Politehnica Press pot fi procurate de la librăria Universităţii “Politehnica” din Bucureşti, de lângă amfiteatrul AN-028.
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