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§1.2. Postulatele energetice; sistemul complet de ecuaţii Maxwell

În final, trebuie să facem sinteza ecuaţiilor lui Maxwell. Constatăm că cele patru ecuaţii ale lui Maxwell corespund unor domenii diferite ale electromagnetismului şi unui număr diferit de ecuaţii diferenţiale (cu derivate parţiale) scalare (vezi tabelul 1.2).

Tab. 1.2
Ecuaţia lui Maxwell
Domeniul descris
Numărul de ecuaţii scalare
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Se observă că: a) numărul total de ecuaţii scalare corespunzând ecuaţiilor lui Maxwell este egal cu 8, deci inferior numărului (12) de componente scalare ale mărimilor caracteristice câmpului electromagnetic: 
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; b) în timp ce ecuaţiile lui Maxwell conţin (ca mărimi de “intrare”) densitatea volumică 
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 sarcinii electrice, expresiile densităţii volumice 
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 ale energiei electromagnetice nu sunt implicate în aceste ecuaţii.


a) Postulatul privind densitatea volumică a energiei electromagnetice


Pornind de la expresiile densităţii volumice corespunzând energiei electrostatice (a câmpului electric) şi - respectiv - magnetostatice (a câmpului magnetic):




     
[image: image12.wmf]i

es

D

E

w

k

×

=

2

 ,
  


[image: image13.wmf]i

ms

B

H

w

k

×

=

2


,

(1.2.1)

putem  postula  că  densitatea  volumică  a  energiei  electromagnetice  în  medii  reale este dată prin expresia generală: 
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(1.2.2)


b) Teorema lui Poynting; al doilea postulat energetic


Ţinând cont că, în absenţa uzuală a surselor de energie electromagnetică, densitatea volumică a vitezei de generare a energiei electromagnetice este nulă: 
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, în timp ce densitatea volumică a vitezei de anihilare este dată de expresia microscopică (locală) a legii lui Ohm:
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(1.2.3)

expresia generală a ecuaţiei bilanţului parametrului extensiv 
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(1.2.4)

devine pentru energia electromagnetică în medii în repaus (
[image: image19.wmf]0
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(1.2.5)


Prin introducerea în ecuaţia (1.2.5) a expresiilor (1.2.2) şi (1.2.3) a densităţilor volumice 
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 şi  
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, se obţine:
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(1.2.6)


În medii staţionare (
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deci ecuaţia (1.2.6) devine: 
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(1.2.7)


Pornind de la ecuaţiile Maxwell-Biot-Savart-Ampère (1.1.24) şi Maxwell-Faraday (1.1.31), ecuaţia (1.1.27) devine:
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(1.2.8)


Se  constată  că  densitatea  fluxului  de energie electromagnetică (aşa-zisul vector Poynting 
[image: image28.wmf]S

) este dată de expresia:
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(1.2.9)

unde 
[image: image30.wmf])

,

(

t

r

f

 este o funcţie vectorială continuă arbitrară. În anumite cazuri particulare (de exemplu, undele electromagnetice în medii ideale), expresia (1.2.9) teoremei lui Poynting poate fi generalizată (prin inducţie incompletă) pentru medii arbitrare sub forma celui de-al doilea postulat energetic:
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(1.2.10)


c) Sistemul complet de ecuaţii Maxwell


Adăugând postulatele energetice: 
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celor 8 ecuaţii scalare care corespund ecuaţiilor propriu-zise ale lui Maxwell, se obţine sistemul complet (de 12 ecuaţii scalare) de 12 ecuaţii ale lui Maxwell care permite - în principiu - determinarea concomitentă a celor 12 componente ale mărimilor fizice vectoriale 
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 ale câmpului electric şi, respectiv, magnetic (i,j = x,y,z) putem determina elementele tensorilor 
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 prin relaţiile (valabile în absenţa fenomenului de histeresis):
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(1.2.11)

§1.3. Medii ideale; potenţiale electromagnetice

a) Definiţia mediilor ideale şi potenţialelor electromagnetice

Integrarea sistemului cu 12 ecuaţii “încrucişate” cu derivate parţiale, având 12 functii necunoscute este foarte dificilă. De aceea, examinarea cazului particular al mediilor ideale (izotrope: cu valori proprii egale ale permitivităţii,ale permeabilităţii magnetice şi, respectiv, ale conductivităţii electrice: 
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 şi, de asemenea:  
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 şi liniare (
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Ţinând cont că (vezi problema 1.3.1) pentru o funcţie vectorială continuă 

:








 ,




(1.3.1)

ecuaţia Maxwell a magnetostaticii 

 conduce la expresia:








 ,




(1.3.2)

unde 

 este vectorul potenţial electromagnetic. Deoarece (vezi problema 1.3.2), pentru o funcţie scalară continuă 

, avem:









(1.3.3) 

rezultă că funcţiile: 










(1.3.4)

satisfac condiţiile impuse potenţialului electromagnetic vector, pentru o funcţie scalară continuă oarecare 

. Se constată, de asemenea, că alegerea potenţialului electromagnetic vectorial nu este univocă.


Ţinând cont de independenţa coordonatelor spaţiale x, y, z şi a timpului t, ordinea operatorilor 

 şi 

 (nabla) poate fi inversată, astfel încât: 

, deci ecuaţia Maxwell-Faraday devine: 

  şi  -  în final:
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(1.3.5)


Datorită proprietăţii (1.3.3), se constată că:
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 este o funcţie scalară continuă arbitrară. Având în vedere că - în electrostatică: 
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 este potenţialul electrostatic, relaţia (1.3.6) poate fi scrisă în forma:
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unde potenţialul electromagnetic scalar 

 generalizează potenţialul electro-static 

, în cazul general al câmpurilor magnetice nenule. Înlocuind în ecuaţia (1.3.8) potentialul electromagnetic vector 
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se obţine: 
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(1.3.10)

Reiese că funcţia scalară:         





(1.3.11)

satisface condiţiile impuse potenţialului electromagnetic scalar, pentru o funcţie generatoare continuă oarecare 

. Astfel, se constată că potenţialul electromagnetic scalar 

 şi cel vectorial 

 sunt definite prin funcţia scalară continuă arbitrară 

.


b) Ecuaţiile cu derivate parţiale ale potenţialelor electromagnetice

Pentru a deduce ecuaţiile cu derivate parţiale ale potenţialelor electromagnetice, este necesară utilizarea celorlalte ecuaţii ale lui Maxwell. Substituind relaţiile (1.3.2) şi (1.3.8) în ecuaţia Maxwell-Biot-Savart-Ampere scrisă pentru un mediu ideal, se obţine:
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Ţinând cont de relaţia (vezi problema 1.3.3):
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(1.3.13)

ecuaţia precedentă devine:
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(1.3.14)


Într-o manieră similară, substituind relaţia (1.3.8) în ecuaţia Maxwell-Gauss, se obţine pentru un mediu ideal:
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(1.3.15)

Pentru a simplifica ecuaţiile (1.3.14) şi (1.3.15), ţinând cont că potenţialele electromagnetice scalar V şi vector 

 sunt definite până la o funcţie scalară arbitrară 
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, se poate introduce aşa-zisa condiţie de etalonare a potenţialelor electromagnetice ale lui Lorentz  prin expresia:
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(1.3.16)

unde:












(1.3.17)

este bine-cunoscuta viteza de propagare a fazei undelor electromagnetice în medii ideale de permitivitate 

 şi permeabilitate 

.

Ţinând cont de condiţia de etalonare a lui Lorentz, ecuaţiile cu derivate parţiale (1.3.14) şi (1.3.15), satisfăcute de potenţialele electromagnetice, devin: 
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c) Integrarea ecuaţiilor cu derivate parţiale ale potenţialelor electromagnetice.




figura 1.3.1

Pentru a evita utilizarea metodelor matematice relativ complicate (funcţiile lui Green) pentru integrarea ecuaţiilor cu derivate partiale (1.3.18), se poate considera, în primul rând, problema unei distribuţii continue staţionare de sarcini electrice, cu densitatea 
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. Conform relaţiilor de bază ale electrostaticii, contribuţia elementului de volum d

 al domeniului 

 la potenţialul electrostatic în punctul de observaţie M este (vezi figura 1.3.1):
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unde 
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 este volumul elementului diferenţial din jurul punctului indicat, de rază vectoare 
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 (în raport cu o origine O, arbitrar aleasă). Rezultă că potenţialul electromagnetic produs în M de distribuţia continuă de sarcini electrice în domeniul 
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(1.3.20)


Ţinând cont că - în cazul unei distribuţii variabile în timp de sarcini electrice - efectul în punctul de observaţie este întârziat datorită propagării câmpului electromagnetic cu viteza finită 
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, expresia (1.3.20) devine:
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(1.3.21)


Într-o manieră similară, soluţia ecuaţiilor cu derivate parţiale corespunzând potenţialului electromagnetic vector va fi:
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(1.3.22)


Plecând de la expresiile potenţialelor electromagnetice scalar V şi vector 

, se pot deduce toţi parametrii câmpului electromagnetic prin intermediul relaţiilor (1.3.2) şi (1.3.8).

Problema 1.3.1: Demonstraţi relaţia: 

, unde 

 este o funcţie vectorială continuă arbitrară.

Soluţie:    Pornind de la expresiile componentelor rotorului:
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se obţine:
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Ţinând cont de continuitatea funcţiei 

 şi, implicit, de continuitatea componentelor sale, ca şi de lema lui Schmidt, se obţine:   

,   etc.,   deci:









 .

Problema 1.3.2: Demonstraţi relaţia: 

, unde f(x,y,z) este o funcţie scalară continuă oarecare.

Soluţie: Deoarece componentele y şi z ale gradientului sunt:








şi:


 ,

se constată:    componenta  x  a rotorului 

 este  dată de  expresia:
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Datorită continuităţii funcţiei scalare f(x,y,z), conform lemei lui Schmidt, avem:              

            

,    deci:  
 

    şi: 


 .

Problema 1.3.3:  Demonstraţi relaţia: 

, unde 

 este o funcţie vectorială continuă oarecare.

Soluţie:     Pornind de la expresia componentelor rotorului (vezi problema 1.3.1) se obţine:




 .


Ţinând cont de continuitatea funcţiei vectoriale 

, ca şi de lema lui Schmidt, se obţine:
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Deoarece componentele y şi z ale rotorului dublu 

 sunt date de expresii similare, vom găsi ca: 

.
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� EMBED Equation.3  ���











� Include şi aspectele de electromagnetism relativist, dar nu şi cele cuantice.
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