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8. MOMENTELE ATOMICE ORBITALE, CINETIC ŞI – RESPECTIV - MAGNETIC
8.1. Relaţia dintre momentele atomice orbitale, cinetic şi – respectiv - magnetic 
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În conformitate cu teoria lui Bohr, electronul unui atom de hidrogen efectuează o mişcare de rotaţie în lungul unei orbite circulare, în jurul nucleului atomic. Prin generalizare, să considerăm o particulă de masă m şi sarcină electrică q, care efectuează o rotaţie uniformă în lungul unei circumferinţe de rază r (fig. 8.1). 

Fig. 8.1
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 - intensitatea  “curentului echivalent” rotaţiei acestei particule. Momentul magnetic associat unui curent de intensitate I, care circulă într-un conductor înconjurând o suprafaţă de arie A este definit prin relaţia: 
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I  fiind versorul normalei pe suprafaţa de arie A, având sensul de înaintare al unui şurub drept, rotit în sensul tehnic al curentului electric I. Momentul magnetic orbital 
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Se obţine:            
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unde  
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reprezintă momentul cinetic orbital al acestei particule.

8.2. Operatorii, funcţiile proprii şi valorile proprii ale componentelor z ale momentelor orbitale, magnetice şi – respectiv – cinetice
În prezenţa unui câmp magnetic paralel: 
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, energia potenţială (de interacţiune) a unei particule având momentul magnetic orbital 
[image: image15.wmf]l

m

 va fi: 
[image: image16.wmf]B

B

E

lz

l

mg

m

m

-

=

×

-

=

 ;

         (8.5)

se constată astfel că problema valorilor proprii ale componentei z a momentului magnetic orbital este deosebit de importantă pentru studiul stărilor atomice în câmpuri magnetice.

           
În conformitate cu principiul de corespondenţă dintre Fizica cuantică şi Fizica clasică, relaţiile (8.3) şi (8.4), precum şi expresiile (42), (42’) ale componentelor impulsului (v. fascicula precedentă), implică următoarea expresie a operatorului 
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În continuare, folosind coordonatele sferice (v. fig. 8.2):
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se găseşte că:                      
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Fig. 8.2

Se foloseşte denumirea de magneton
 al unei particule de masă m şi sarcină electrică q pentru expresia:          
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Ecuaţia cu valori proprii a componentei z a momentului magnetic orbital are forma:        
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Deoarece operatorul 
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Introducând expresia (12) în ecuaţia (11), se obţine (împărţind de asemenea prin produsul funcţiilor 
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Integrarea ecuaţiei diferenţiale (8.13) conduce la soluţia: 
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se constată că valorile proprii 
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unde 
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 este un număr întreg (pozitiv, negativ sau nul), numit număr cuantic magnetic orbital.

Funcţiile proprii 
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unde ( este o constantă reală arbitrară. Ţinând seamă că valoarea constantei ( nu este importantă din punctul fizic de vedere, expresia finală a funcţiilor proprii ale  componentelor z ale momentului magnetic (şi ale momentului cinetic) orbital este: 
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În conformitate cu relaţiile (8.3), (8.8) şi (8.9), ecuaţia cu valori proprii (8.11) devine:
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deci funcţiile proprii 
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În final, se constată că valorile proprii ale componentei z a momentului cinetic orbital sunt:
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8.3. Operatorii, funcţiile proprii şi valorile proprii ale pătratului momentului cinetic orbital 
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Pornind de la expresiile operatorilor asociaţi componentelor momentului cinetic orbital:
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se obţine:  
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În continuare, folosind coordonatele sferice r,(,(, se obţine: 
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unde 
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 este operatorul lui Legendre, având expresia: 
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Ecuaţia cu valori proprii corespunzând observabilei 
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Studiul ecuaţiei precedente ne permite să constatăm că funcţia Y((,() este decompozabilă ca un produs de funcţii ((() şi 
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Amplificând ecuaţia (8.21) prin 
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Egalitatea de mai sus este valabilă pentru valori arbitrare ale variabilelor ( şi (, deci reprezintă o identitate. Având în vedere faptul că o identitate între două funcţii care depind de variabile independente este posibilă doar dacă fiecare funcţie este egală cu o aceeaşi constantă şi că – în conformitate cu rezultatele secţiunii precedente: 
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 (unde ml este numărul cuantic magnetic orbital), se obţine:        
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În continuare, putem folosi variabila 
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expresie care corespunde ecuaţiei diferenţiale (a lui) Legendre. 


  Ecuaţia (8.25) este echivalentă cu: 
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Introducând soluţia 
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de unde: 
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Pentru 
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rezultă că seria considerată trebuie să fie “tăiată”, adică această serie trebuie să fie limitată la un anumit polinom:                                                
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de grad finit 
[image: image82.wmf]0

³

l

. Pentru a avea 
[image: image83.wmf]0

...

4

2

=

=

=

+

+

l

l

c

c

 şi 
[image: image84.wmf],

0

¹

l

c

 trebuie să satisfăcută condiţia necesară [v. relaţia (8.27)]:

 
[image: image85.wmf](

)

1

2

2

+

=

l

l

l

h

r

, deci:  
[image: image86.wmf](

)

1

+

=

l

l

l

h

r


 .

        (8.30)


Numărul întreg ne-negativ l care determină valorile cuantificate ale modulului momentului cinetic orbital 
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           Singurele stări cuantice posibile sunt acelea pentru care 
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În  ceeace priveşte  constanta  de  normare 
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conduce la expresia:
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8.4. Sisteme cuantice formate din două particule (2P)

Pentru a sintetiza studiul cuantic al anumitor atomi şi molecule, vom considera aici doar: a) atomii hidrogenoizi (deci atomii corespunzând izotopilor H,D,T ai hidrogenului şi ionii având un singur electron, ca aceia de He+, Li++,…), b) atomii alcalinoizi [deci atomii alcalini Li, Na, K,…şi ionii având un singur electron exterior (de valenţă), precum cei de Be+, B++…], precum şi : c) moleculele diatomice, deci microsistemele fizice formate din numai două particule: a) nucleul atomic şi unicul electron al atomilor hidrogenoizi, b) electronul exterior şi ansamblul format de nucleul atomic şi câteva straturi atomice complete (atomii alcalinoizi), respectiv: c) cei doi atomi ai moleculei diatomice.


Tabelul 8.1 prezintă structurile principalelor tipuri de sisteme cuantice 2P (formate de două particule), precum şi expresiile corespunzând energiei potenţiale de interacţiune ale celor două particule ale sistemului. Energia totală a sistemului 2P este dată de expresia:
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 sunt masele, respectiv componentele impulsurilor corespunzând  particulei 1, respectiv 2. 

Tab. 8.1. Principalele tipuri de sisteme biparticulă şi caracteristicile lor
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În conformitate cu principiul de corespondenţă (dintre fizica cuantică şi fizica clasică), ecuaţia lui Schrödinger corespunzând sistemului 2P este:
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 este funcţia de undă corespunzând stării sistemului studiat şi:
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 fiind coordonatele celor două particule ale sistemului (v. figura 8.3).
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Fig. 8.3. Poziţiile relative ale celor 2 particule ale sistemului considerat


Fie:         
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coordonatele centrului de masă C (M = m1+ m2) şi : 
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coordonatele relative ale particulei 2 faţă de particula 1. Pentru a separa mişcările independente:

a) de translaţie a sistemului (deci a centrului de masă C) şi:

b) relativă a particulei 2 faţă de particula 1 (inclusiv rotaţia ansamblului format de cele 2 particule considerate în jurul centrului lor de masă), trebuie să înlocuim coordonatele 
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[image: image107.wmf]z

y

x

z

y

x

c

c

c

,

,

,

,

,

.  Într-adevăr, constatăm că: 


[image: image108.wmf]x

x

M

m

x

x

x

x

x

x

x

c

c

c

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

1

1

1

1

,      
[image: image109.wmf]y

y

M

m

y

c

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

1

1

,     
[image: image110.wmf]z

z

M

m

z

c

¶

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

1

1

, (8.36)


[image: image111.wmf]x

x

M

m

x

x

x

x

x

x

x

c

c

c

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

=

¶

¶

2

2

2

2

,  
[image: image112.wmf]y

y

M

m

y

c

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

2

2

,   
[image: image113.wmf]z

z

M

m

z

c

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

2

2

, (8.37)
şi – în continuare: 
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În final, se poate obţine separarea mişcărilor indicate prin substituţia:
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unde 
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 sunt funcţiile de undă corespunzând translaţiei sistemului bi-particulă (2P, deci translaţiei centrului de masă C al sistemului), respectiv mişcării relative a celei de a doua particule faţă de prima.


Înlocuind (introducând) expresiile (8.38) şi (8.40) în ecuaţia (8.35), se obţine (după amplificarea prin 
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unde: 
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este masa redusă a sistemului studiat.


Se observă că membrul stâng al egalităţii: 
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depinde doar de coordonatele x, y şi z, în timp ce membrul drept al aceleiaşi egalităţi depinde de coordonatele 
[image: image126.wmf]c

c

c

z

y

x

,

,

; având în vedere faptul că egalitatea (8.42) este satisfăcută pentru toate valorile acestor coordonate, variabilele 
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unde 
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 sunt operatorii asociaţi componentelor impulsului corespunzând translaţiei centrului de masă al sistemului, în timp ce 
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rezultă că semnificaţia constantei C' este cea de valoare proprie a energiei cinetice de translaţie 
[image: image134.wmf]tc
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 a sistemului, deci că:                       
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Fie 
[image: image136.wmf]tc
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 energia corespunzând mişcărilor (inclusiv de rotaţie) ale particulelor 1 şi 2 faţă de centrul lor de masă C. Ecuaţia (8.45) devine: 
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8.5. Deducerea ecuaţiei radiale a lui Schrödinger, specifică sistemelor cu simetrie sferică, formate din două particule



Tabelul 1 arată că energia potenţială corespunzând principalelor interacţiuni intra-atomice (interacţiunea coulombiană, interacţiunea sarcină – dipol electric) sau intra-moleculare (interacţiuni de tip pseudo-elastic, armonic sau Morse) depind doar de r (modulul razei vectoare a poziţiei lor relative), deci nu depind de unghiurile sferice 
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; rezultă că respectivele câmpuri de forţă 
[image: image140.wmf](

)

r

U

 şi sistemele fizice corespunzătoare posedă o simetrie sferică
. Pentru aceste sisteme, ecuaţia (45) poate fi simplificată prin utilizarea coordonatelor sferice 
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[image: image143.wmf]q

,

r

 şi 
[image: image144.wmf]j

 este:







          
[image: image145.wmf]2

2

2

ˆ

1

r

r

r

r

r

r

L

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

=

D

,



      (8.47)

unde 
[image: image146.wmf]L
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 este operatorul lui Legendre [v. relaţia (8.21)].


Din cauza independenţei energiei potenţiale 
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Pornind de la ecuaţiile (8.46) – (8.48), se obţine [amplificând ecuaţia (8.46) cu 
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În conformitate cu ecuaţia (21) a valorilor proprii ale 
[image: image153.wmf]2

l

r

 şi expresia (8.30):


[image: image154.wmf](

)

Y

l

l

Y

l

Y

1

ˆ

ˆ

2

2

2

+

=

=

L

-

h

r

h
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Introducând funcţia radială modificată:    
[image: image156.wmf](
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şi ţinând seamă de teorema lui Leibniz, se obţine expresia finală a ecuaţiei radiale a lui Schrödinger pentru un sistem biparticulă (2P) cu simetrie sferică: 
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8.6. Spectre de rotaţie pură ale unei molecule biatomice – rotator rigid


În absenţa oscilaţiilor (r = constant = re), funcţia de undă (r corespunzând mişcărilor relative ale celor două particule ale sistemului se reduce la partea sa unghiulară:                  

                                          (r(r,(,()=C .Y((,() ,


      
       (8.48’)

ceeace este echivalent unei valori constante a funcţiei radiale de undă: R(r) = C, astfel încât  funcţia radială modificată este: 


R1(r) = reC.




       (8.48”)


Cu ajutorul ecuaţiei (8.46), sau al (8.51), se obţine: 
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Diferenţa dintre energia Erel a mişcărilor relative ale celor două particule minus energia potenţială U(r) corespunzătoare are – în absenţa oscilaţiilor - semnificaţia de energie Erot corespunzând rotaţiilor moleculei biatomice. Pentru a sublinia caracterul molecular al problemei examinate aici, se înlocuieşte numărul întreg ne-negativ l (specific atomilor) prin simbolul J, obţinând expresia:  
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 unde  J ((N) este numărul cuantic de rotaţie al moleculei biatomice.


Pornind de la elementele teoretice de liceu (v. de asemenea §9 al acestui material didactic), regula de selecţie a tranziţiilor cuantice între diferite stări atomice este: (l = +1. Având în vedere că numărul cuantic de rotaţie corespunde, pentru moleculele biatomice, numărului cuantic azimutal l, rezultă că regula de selecţie corespunzând tranziţiilor între stările de rotaţie pură ale unei molecule biatomice este (J = +1. Se constată că frecvenţa fotonului emis prin tranziţia între stările de rotaţie J şi J-1 este: 
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Relaţia (8.54) arată că spectrul de rotaţie pură al moleculelor biatomice este format de linii spectrale echidistante (v. figura 8.4b): 
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Fig. 8.4. a) Nivelele de energie, b) Liniile spectrale, de rotaţie pură ale unei molecule biatomice

Se constată că se poate determina distanţa re (la echilibru) dintre nucleele atomice ale unei molecule biatomique, pornind de la spectrul de rotaţie pură al acestei molecule.


Prin generalizare, studiul spectrelor de microunde (sau al spectrului din domeniul infra-roşului îndepărtat) al moleculelor poliatomice permite determinarea structurii moleculare (lungimile legăturilor chimice dintre diferiţi atomi, unghiurile dintre diferite legături chimice, etc).

PROBLEME REZOLVATE

Enunţ: Presupunând că momentul cinetic al moleculelor 1H35Cl este cuantificat asemănător momentului cinetic orbital al atomilor şi ştiind că echidistanţa dintre liniile spectrale de rotaţie pură ale acestei molecule este 
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, iar numărul de undă corespunzând unicei absorbţii a spectrului de vibraţie al acestei molecule este: 
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, să se deducă: a) distanţa la echilibru re dintre atomii moleculei, b) constanta (pseudo)elastică k a moleculei 1H35Cl, c) parametrul Morse β al expresiei energiei potenţiale a moleculei: 
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Se dau: 
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(Problema IIIB – Fizică atomică a miniolimpiadei taberei naţionale de Fizică, Braşov, ianuarie 1997)

Rezolvare: a) Din expresia momentului cinetic de rotaţie al moleculei: 
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. Deoarece regula de selecţie pentru tranziţiile între stările cuantice de rotaţie moleculare este similară celei pentru stările atomice: 
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iar diferenţa numerelor de undă corespunzând tranziţiilor succesive este:
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Deoarece masa redusă a moleculei 1H35Cl este: 
[image: image174.wmf]kg
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, reiese că distanţa dintre nucleele atomilor de hidrogen şi – respectiv – de clor în configuraţia de echilibru a moleculei este: 
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b) Din expresia frecvenţei proprii de oscilaţie a moleculei: 
[image: image176.wmf]m

p

w

n

k

h

o

a

2

1

=

=

h

, poate fi evaluată constanta (pseudo)elastică k a moleculei: 
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c) Dezvoltând în serie McLaurin cei 2 termeni exponenţiali ai expresiei Morse a energiei potenţiale, se găseşte: 
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de unde: 
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În aproximaţia armonică, reiese că: 
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� Cei mai importanţi magnetoni sunt cel al electronului  (numit Bohr-Procopiu): � EMBED Equation.3  ���    (8.10’)


şi – respectiv – al protonului (magnetonul nuclear): � EMBED Equation.3  ���,		          (8.10")


unde � EMBED Equation.3  ��� este unitatea atomică de masă. 


� Expresia (8.18) este asemănătoare – rămânând totuşi diferită - cu condiţia lui Bohr privind cuantificarea momentului cinetic orbital al electronului unui atom de hidrogen: � EMBED Equation.3  ���, deoarece – evident -� EMBED Equation.3  ��� şi, de asemenea, numerele cuantice total (n) şi magnetic orbital (ml) sunt diferite: � EMBED Equation.3  ���.


� Simetria sferică a moleculelor caracterizate de energiile potenţiale indicate în tabelul 1 este – evident - definită, faţă de centrul lor de masă.
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