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4. INDUCŢIA ŞI INTERPRETAREA ECUAŢIEI LUI SCHRÖDINGER
4.1. Inducţia expresiei generale a ecuaţiei lui Schrödinger 

Considerăm ecuaţia cu derivate parţiale a undelor atenuate (v. spre exemplu relaţia (4.5.5) of [1a]):       
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unde 
[image: image2.wmf]F

V

 este viteza de fază – o cantitate complexă în prezenţa unor procese disipative.


Folosind relaţia (25) dedusă în prima parte (A) a acestei lucrări, ecuaţia de undă (26) devine (pentru undele de Broglie):        
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(26’)


Presupunând o mişcare nerelativistă a particulelor, energia lor cinetică este:
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, deci impulsul lor poate fi scris drept: 
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Ecuaţia precedentă (26’) capătă expresia: 
[image: image6.wmf](

)

[

]

2

2

2

,

2

t

E

t

r

U

E

m

¶

¶

×

-

=

D

y

y

,

(26”)

unde energia potenţială 
[image: image7.wmf])

,
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 descrie oarecum efectul proceselor disipative.


Înlocuind expresia Planck-Einstein a energiei: E = ħ.ω, se obţine: 
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Din ecuaţia: 
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 a undelor armonice, se găseşte: 
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Amplificând relaţia (27) cu 
[image: image13.wmf]÷
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 şi înlocuind relaţiile (28) obţinute mai sus, se obţine  expresia generală (temporală) a ecuaţiei lui Schrödinger
 [ecuaţia cuantică de bază a evoluţiei particulelor fără spin, în mişcare lentă (nerelativistă)]:
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4.2. Câmpurile de forţă staţionare. Ecuaţia lui Schrödinger independentă de timp 

Dacă  
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, iar câmpul de forţă este numit staţionar. Înlocuind:     
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şi împărţind ecuaţia generală a lui Schrödinger prin produsul 
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Deoarece relaţia (31) reprezintă o identitate, iar partea sa stângă depinde numai de coordonatele x, y, z, în timp ce partea sa din dreapta depinde doar de timp, reiese că ambele părţi trebuie să fie egale cu o aceeaşi constantă C:
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Integrând ecuaţia diferenţială temporală, se obţine: 
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Comparând această relaţie cu expresia 
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 a undei de Broglie, se găseşte constanta de integrare C ca fiind egală cu energia totală E a particulei. Ecuaţia lui Schrödinger capătă astfel expresia sa particulară independentă de timp (valabilă pentru câmpurile de forţe staţionare):
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echivalentă cu expresia: 
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(33’)

4.3. Interpretarea ecuaţiei lui Schrödinger. Postulatele lui Max Born

Ţinând seamă că atât electronii (sau alte particule încărcate electric), cât şi fasciculele de neutroni [3] manifestă fenomenele de difracţie prezise de Elsasser (1925), reiese că mărimea fizică prezentând maxime de difracţie (în general, dependenţa de direcţia fasciculelor) poate fi doar  probabilitatea [de a merge în interiorul unghiului solid ΔΩ care corespunde ferestrei detectorului colectorului, v. Figura 2.1 a primei părţi (A) a acestei lucrări, etc]. 

Deoarece probabilitatea este un parametru extensiv, densităţile sale locale: densitatea volumică 
[image: image25.wmf]P
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 şi densitatea de flux 
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 a probabilităţii trebuie să fie corelate prin ecuaţia de bilanţ a parametrilor extensivi: (A4.8) a Anexei A4 [1b]: 
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În absenţa vitezelor de generare, respectiv anihilare ale probabilităţii şi pentru medii în repaus (
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Atât densitatea volumică 
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 şi cea de flux 
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 a probabilităţii trebuiesc exprimate prin funcţia de undă ψ a undelor de Broglie. Pentru a evita expresii simple pentru unul dintre aceşti  parametri (
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), dar destul de complicate pentru cealălaltă densitate de probabilitate, ambele aceste densităţi trebuie să fie corelate concomitent cu funcţia de undă ψ, cu ajutorul ecuaţiei de bilanţ (34). În acest scop, pornim de la expresia generală (29) a ecuaţiei Schrödinger: 
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(29’)

unde ψ* este funcţia de undă complex conjugată. Deoarece energia potenţială 
[image: image36.wmf](
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 este descrisă de funcţia reală: U* = U, înmulţind ecuaţiile (29) şi (29’) cu (-ψ*) şi – respectiv - cu ψ, apoi adunându-le, obţinem:        
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Împărţind această ecuaţie prin iħ, găsim: 
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)

(

)

0

*

*

2

*

=

ú

û

ù

ê

ë

é

Ñ

×

-

Ñ

Ñ

+

×

¶

¶

y

y

y

y

y

y

m

i

t

h

. (35)


Comparând ecuaţiile (34) şi (35), rezultă posibilitatea de a exprima densităţile de volum 
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 şi de flux 
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 ale probabilităţii prin funcţia (complexă) de undă, folosind expresiile [4]:             
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numite postulatele lui Max Born
 [expresiile (36) de mai sus sunt numite postulate, deoarece există şi alte alegeri posibile ale expresiilor densităţilor probabilităţii, spre exemplu: 
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; în acest caz, expresia celeilalte densităţi de probabilitate va fi însă foarte complicată]. 

Pornind de la primul postulat al lui Max Born, reiese că probabilitatea de a găsi particula studiată în interiorul unui anumit domeniu D este: 
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Extinzând domeniul D la întreg spaţiul, se constată că funcţia complexă de undă care corespunde unei anumite particule reale (existente) trebuie să îndeplinească condiţia de normare: 
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Note:  Trebuie să subliniem aici că folosirea unui semn opus al expresiei fazei funcţiei complexe a undei de Broglie:
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[ceeace corespunde aceleiaşi funcţii de undă reale: 
[image: image47.wmf](
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] conduce la o  expresie a ecuaţiei Schrödinger:
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(29”)

care coincide cu ecuaţia (29’) îndeplinită de funcţia de undă complex-conjugată ψ* a soluţiei ecuaţiei Schrödinger (29). Din postulatele Max Born de mai sus, reiese că expresiile densităţilor de probabilitate 
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 şi 
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 (unicii parametri observabili) sunt aceleaşi pentru soluţiile ecuaţiilor (29) şi (29”).

4.4. Proprietăţile funcţiilor de undă

Fiind în directă legătură cu observabila (cuantică) – probabilitate (de a găsi anumite particule cuantice într-un anumit: a) domeniu, b) stare, c) unghiu solid, în timpul difracţiei lor de un cristal, etc), densităţile de probabilitate 
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 şi 
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 sunt (indirect) mărimi observabile. Deoarece aceste densităţi de probabilitate pot fi exprimate prin funcţiile de undă complexe wave în baza  postulatelor lui Max Born (36), iar ele prezintă: (i) continuitate în spaţiu, (ii) condiţii de normare (
[image: image53.wmf]P
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) şi:  (iii) unicitatea valorilor lor locale, rezultă că funcţiile de undă complexe ψ trebuie să îndeplinească cerinţele:

a) să fie continue împreună cu derivativele lor de primul ordin (implicate în expresia celui de al doilea postulat al lui Max Born, referitor la densitatea fluxului probabilitate),

b) să fie normate în modul pătrat: 
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 (şi să aibă – implicit – valori finite),

c) de unicitate.  

În cazul particular al sistemelor fizice cu simetrie sferică (spre exemplu, atomi), funcţia complexă de undă [exprimată prin coordonatele polare uzuale (v. Fig. 4.1)] trebuie să îndeplinească criteriul de unicitate:
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       Fig. 4.1

4.5. Reprezentări şi Operatori Cuantici

Diferite probleme cuantice pot fi studiate în unele spaţii specifice, descrierile corespunzătoare fiind numite – reprezentări cuantice.

Principalele reprezentări cuantice sunt: a) reprezentarea spaţiu-timp 
[image: image56.wmf](
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, dacă descrierile sunt realizate prin coordonatele spaţiale x, y, z şi timp t, b) reprezentarea impuls-energie 
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,  interesând mai ales pe inginerii de profil electric, care doresc să ştie (în primul rând) energia şi principalele caracteristici (impulsul) ale dinamicii particulelor încărcate electric, c) aşa-numita reprezentare N, corespunzând distribuţiei particulelor unui anumit ansamblu în diferite stări  cuantice.

Notând elementul de volum din spaţiul unei anumite reprezentări prin 
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repr

dV

, iar întregul  spaţiu al acestei reprezentări prin 
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, reiese că relaţiile (36’) şi (37) de mai sus pot fi generalizate ca:
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Deoarece experimentele de bază care conduc la Fizica Cuantică cuantificarea multor mărimi cuantic observabile, vom aminti că am întâlnit deja un exemplu de cuantificare a unor mărimi fizice chiar şi în cadrul Fizicii clasice, anume cele referitoare la parametrii undelor staţionare (v. [5], §3). S-a constatat atunci că valorile cuantificate ale vectorului de undă, lungimii de undă, frecvenţei, etc pot fi obţinute pornind de la o ecuaţie cu operator (v. spre exemplu, ecuaţia Helmholtz (7) din lucrarea [5]): 
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cuplată cu anumite condiţii la limită (corespunzând spre exemplu unor “cămăşi”:  (i) cilindrice, (ii) paralelipipedice, etc ale fibrelor optice, etc).

Reiese că – în reprezentarea uzuală 
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precum şi expresia nerelativistă a energiei cinetice: 
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Revenind acum la ecuaţia Schrödinger independentă de timp (33), se constată că această ecuaţie poate fi scrisă ca:
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(33”)

În mod asemănător, ecuaţia Schrödinger generală (dependentă de timp): (29) poate fi scrisă în forma:     
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dacă presupunem – pentru operatorul energiei totale – expresia: 
[image: image73.wmf]t
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Pentru a proba constatările de mai sus, vom încerca să obţinem unele expresii similare pornind de la ecuaţia undei de Broglie:

     
[image: image74.wmf](

)

(

)

(

)

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

×

=

ú

û

ù

ê

ë

é

×

-

×

=

z

p

y

p

x

p

t

E

i

r

p

t

E

i

t

r

z

y

x

o

o

dB

h

h

exp

exp

,

y

y

y

.       (14”) 

Calculând derivata de ordinul 1 faţă de timp a 
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Similar, calculând derivata de ordinul 1 faţă de coordonata x a 
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respectiv:
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apoi – în continuare:      
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Aplicând din nou operatorul “nabla” asupra relaţiei (42”), se obţine:
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şi: 
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Desigur, dacă ne referim la reprezentarea impuls-energie 
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şi: 
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5. TEORIA LUI EINSTEIN A TRANZIŢIILOR CU EMISIE SAU ABSORBŢIE DE RADIAŢII ELECTROMAGNETICE

Se consideră două stări cuantificate ale unui aceluiaşi microsistem fizic (atom, moleculă, ion, nucleu, etc.): o stare excitată (simbol ,,e”)  şi o stare dezexcitată (stare fundamentală sau mai puţin excitată, simbol ,,d”).  Fie: a) Ne(t) şi Nd(t) numerele de microsisteme fizice studiate ale unui acelaşi sistem, aflate la momentul t în starea excitată şi, respectiv, în starea dezexcitată; b) 
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Fig. 5.1


Conform teoriei lui Einstein a radiaţiilor electromagnetice, în prezenţa unui câmp electromagnetic de mare densitate spectralo-volumică (corespunzând frecvenţei de rezonanţă) de  energie w
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unde 
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La echilibrul statistic, numerele de tranziţii din starea excitată în starea dezexcitată, respectiv în sens invers, trebuie să fie egale :
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Dependenţa de temperatură a dublei densităţi spectralo-volumice a energiei corespunzând radiaţiei termice poate fi dedusă pornind de la dependenţa corespunzătoare a densităţii spectrale a  emisivităţii 
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Într-adevăr, contribuţia unui aceluiaşi interval spectral (
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Conform distribuţiei canonice
 (v. [1b], p. 407): Pcan(E) =
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câtul numerelor microsistemelor în stare excitată e şi, respectiv, dezexcitată d este :
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              Plecând de la relaţiile (44), (47) şi (49), găsim că : 
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              Observând că relaţia (50) trebuie satisfăcută pentru toate valorile temperaturii, se obţine:
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6. TEORIA CUANTICĂ A PERTURBAŢIILOR DEPENDENTE DE TIMP


Fie:                                               
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ecuaţia lui Schrödinger corespunzătoare unei anumite stări staţionare j (descrisă de funcţia proprie 
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Plecând de la relaţiile (52), (53), se obţine : 
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şi în final:                                 
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Ecuaţiile (54’) formează un sistem de ecuaţii diferenţiale ,,încrucişate’’ cu funcţiile cj(t). Integrarea acestui sistem necesită folosirea metodei aproximaţiilor succesive. Ţinând seamă că la momentul iniţial toate microsistemele ansamblului studiat sunt în starea i, avem: 
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obţinem:                                      
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Înmulţind ecuaţia (56’) prin 
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unde 
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 este un element al matricii energiei de perturbaţie. În continuare, găsim: 
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şi - după integrare:                                  
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deoarece (pentru  f ( i): 
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Un studiu matematic detaliat arată că această abordare iterativă (de aproximaţii succesive) este rapid convergentă, deci că soluţia exactă cf(() este: 
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Conform principiului superpoziţiei stărilor cuantice (v. [1a], p. 193), probabilitatea corespunzătoare tranziţiei de la starea i la starea f, după acţiunea (în durata () a perturbaţiei W este : 
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 7. REGULI DE SELECŢIE CORESPUNZÂND TRANZIŢIILOR CUANTICE PRODUSE DE INTERACŢIUNILE ELECTROMAGNETICE


Relaţia (58) arată că expresia generală a regulii de selecţie (pentru ca 
[image: image163.wmf]0

)

(

¹

®

t

f

i

P

) este: 

                                                                           
[image: image164.wmf]0

¹

¢

fi

W

.
(59)


Conform electromagnetismului clasic, expresia energiei corespunzând principalelor interacţiuni electromagnetice [dipolare electrice şi magnetice, respectiv (interacţiunea) cuadrupolară electrică] este:                           
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unde: 
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sunt elementele tensorului cuadrupolar (electric) redus al sistemului studiat.


Considerând interacţiunea unei unde electromagnetice: 
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 este de ordinul de mărime al dimensiunilor atomice]. Neglijând - în cazul câmpurilor electrice omogene – interacţiunea cuadrupolară, obţinem  :


                
[image: image172.wmf])

(

int

molecula

sau

atom

netica

electromag

unda

eractiune

B

pE

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

m
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rezultă că probabilitatea de tranziţie datorată interacţiunii undelor electromagnetice cu momentul dipolar electric este - ţinând cont de expresia (58) – de aproximativ 5002 = 2.5(105 ori mai mare decât probabilitatea corespunzând interacţiunii cu momentul (dipolar) magnetic al aceluiaşi microsistem fizic (atom, moleculă, ion). Se constată că, practic, cea mai importantă regulă de selecţie este cea privind interacţiunea dipolului electric, în particular condiţia (59). Observăm că: 
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, deci regula de selecţie pentru tranziţiile produse de interacţiunea dintre o undă electromagnetică cu momentul dipolar electric al unui (micro)sistem fizic este:                                              
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�  În anul 1933, premiul Nobel pentru Fizică a fost acordat Profesorilor Erwin Schrödinger (1887-1961, Berlin) şi Paul Adrien Maurice Dirac (Cambridge) pentru “the discovery of new productive forms of atomic theory”. E. Schrödinger (născut la Viena) a fost  profesor al Universităţilor din Jena (1920-21), Zürich (1921-1927) şi Berlin (1927-1933), apoi – după instalarea lui Hitler – cercetător la Oxford (1933-1936), Graz (1936-1938), Fundaţia Francqui, Belgia (1938-1940), Institutul pentru Studii Avansate din Dublin (1940-1956), apoi la Viena (1956-1958). Renumita ecuaţie a lui Schrödinger a fost obţinută în timpul activităţilor sale la Universitatea din Zürich [2].


�    Premiul Nobel pentru Fizică a fost acordat în 1954 Profesorilor Max Born (1882-1970, născut la Breslau, apoi la  Edinburg) pentru “his fundamental research in quantum mechanics, especially” (cercetările sale fundamentale, îndeosebi din mecanica cuantică) şi Walther Wilhelm Georg Bothe (1891-1957, Heidelberg) pentru “the coincidence method and his discoveries made therewith” (metoda coincidenţelor şi descoperirile sale realizate astfel).


� Datorită folosirii distribuţiei clasice a lui Boltzmann [echivalentă cu relaţia (48)], teoria lui Einstein a tranziţiilor cu emisie sau absorbţie de radiaţii electromagnetice nu este o teorie cuantică riguroasă (se spune că este o teorie semi-clasică). 


� 


În particular, interacţiunea - într-un anumit interval de timp (0,() – a unui sistem fizic cu un câmp electromagnetic omogen, exprimat prin energia de interacţiune : � EMBED Equation.3  ���, reprezintă o perturbaţie.
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