Capitolul 4

Mecanica cuantica

Problema 4.1. Aritati c3 existd urm3toarele relatii intre operatorii din mecanica
cuantic¥”

; R bz = th €z, | - (4.1
: lli,pe] = ih € i, (4.1.2)
Il,’, lkl = th€ul. (413)

Solutle. C u 1 a fost notat mementul cinetic, I, I, i I, filnd componentele
sale. In mecanica cuantici se adoptd aceleasi definitii (ca in mecanica clasicd)
dar mirimile clasice:sunt inlocuite prin operatori corespunzitori.

Pentru o particuli cuanticd avem

. (8 9 |
ly =yp:—zpy= —ih (y5; - 255) , (4.1.4)
ST g g 0 .
ly =zp: - Tp: (: —th ( _(’)_:L —.'ng-) (4.1.5)
S 0 a9 ,
l; = TPy — YPzr = »—-zh (:1,55 - ?):) - (4.1.6)

In enuntul problemei am folosit tensorul unitate de ordinul 3 antisime-
tric: ' '
0 daci(t—7) (G —k)(k=1i) =0
€ijk= l ,daca (ijk) este permutare para : (4.1.7)
' -1 ,dacit (Zjk) este permutare impard

far prin repetarea indicilor de doud ori se intelege sumare (conventia indicilor
muti, a lui Einstein). - RN
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a). Avem de demonstrat
lez] =0, |leyyl =thz si |l 2] = —ihy. (4.1.8)
Sa detaliem, succesiv:

(*) llmxl - I:I/pz - Zpy’ml_: Iypz’xl - [Zpy,x] =
= |y,z|p. + y|pznz] — |2, 2| Py — 2 [Py, 2] =
= 0 (4.1.9)
**) eyl = lyp: — 20y, ¥ = lyp:r Y] — |2y, ] = |
= |y,ylp: +ylp: ¥l — |2yl oy — 2Py, 4] =
= thz ~ (4.1.10)
(***) 2] = |yp: — 20y, 2| = lyps, 2] = |2py, 2] =
= |y,2]p: + Y|Pz, 2] — |2, 2] Py — 2Py, 2] =
- —’[;h,y, (4.1.11)

In stabilirea relatiilor (4.1.9), (4.1.10) i (4.1.11) am tinut cont de relatiile
de comutare

lgs, s} = ihdij, g5l =0, Ipi,psl = 0. (4.1.12)
b). Avem de demonstrat
[lzmpr] = 0 b] [l.'mpy] = thza Il:r?pZ] = "zh'py * (4113)

Putem scrie:

leypel = lypz — 20y Pzl = |Yypzs Pa| — |20y, P2] =

= Y, 02| P2 + Y |P2y P2) = 2,02 Py — 2 [Py D] =

-0 (4.1.14)
[l;rapy] = |yp. — Z[)y,pyl - [ypzypy] - l’:pwpyl -

= |y,pylp: +ylpopy] — [z, Py Py — 2 [Py, ] =

~ ihp, (4.1.15)
[l.mpzl = [ypz - Z;U,,,P:] = [ypzapz] - [zpznp-ZI =

= |y,p:|p: + Y|Pz, 02| — 2,02 Py — 2Py, P2 =

= —ihp, | (4.1.16)
c). Avem de demonstrat
(e le] = 0, |y ly] = ihly, |l L) = —thl,. (4.1.17)



Putem scrie:

Ilb lyl - [ypz — ZPy, £Px — l’p;] = lypu pr] + [Z;Dy, :L‘p;] =
= y|ps, 2| pe + Py |2, 0:) 2 = iR (TP, — YP:) =
ihl, (4.1.18)

o ls] = |yp: — 2Py, 2Dy — YP2| = [YPz, 2Py| + [2Dy, YP=| =
= T ly7py]pz +z Ipy:y] Pr = —ih (Z;Dx - -’L‘Pz) =
= —ihl, (4.1.19)

Loy bl = Wys by} = |2, L] = 0O (4.1.20)

Problema 4.2. Aritati c5 operatorii corespunz3tori proiectiei mementului
cinetic comutd cu operatorul p3tratului momentului cinetic.

Solutie. Avem de aritat ca
[zm,z‘z] - [1,,,1‘2] = [1;,1‘2] =0 (4.2.1)

unde 12 = [,2 4+ 1,2 + 1.2
Prin calcul direct aratam ca
(8] = [l 447+ 02 = [l 2] 4 [l ] + [l 1% =
= [lx’l_y”y + ly Umlyl + llleI L, + 1 U."m lz} -
= th(ll, + 1, =1l — l.l,) =0. (4.2.2)

In demonstratia relatiei (4.2.2) am ginut seama de relatiile (4.1.18),
(4.1.19) si (4.1.20).

Analog .
nalog {l [2}_[1 [2+l2+12]40 (4.2.3)
Y o Yy y 2 - VAR
si
.. /‘2} [1 L2412 /3} = 0. (4.2.4)
- ‘ ‘

Problema 4.3. Dacd definim urm3torii operatori

Lo = I +il, (4.3.1)
I e ly—il, (4.3.2)

.
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avem relatiile de comutare

e i) =200, Ll =Ry, L )=-M_.  (4.3.3)

Solutie. Se observa, pornind de la deﬁnigii]e (t)peratbrilor Ly §Vi“'l_, ¢ avem
egalitatea ~ - ~ S
B=ld +07 —hl =1l + L2 4 0, (4.3.4)

Folosind relatiile, deja demonst,rate,
b, L] = ih € L 1 (4.3.5)
prin calcul direct obginem:

(s, l2] = [l + ily,l:.z - 'ily] = ‘ .
= Ilr:lx,,l + i“w[x] + [ly,ly'] - ?Um lyl,,: :
= illwlm] ~1 “x,ly] =

= di(—ihl,) —i(ihl,) = 2hL,; (4.3.6)
fz, ] = [lz?l‘" +ily] = [, L) + ik, 4] =
= ihly +i(—ihl,) = ibl, + hly = hi, ; (4.3.7)

"271-'1 = ll:,lx - 'ily] = Uz’lx] - [lzaly] =
=3 thl, — i (—ihl,) = —hl, + ihl, =

= —h(l, —il) = —hl_. (4.38)
- Observatie. Un calcul simplu conduce la (4:3.4)
Ll = i) (L= i) =L LA R (43.9)
Il = (L—ily) (L +ily) = L2+ 1,2 —hl, - (4.3.10)
(4.3.11)

Problema 4.4. Aflati care sunt functiile proprii ortonormate si valorile pro-
prii, pentru operatorul impuls unidimensional, in mecanica cuantics.

Solugie. Si alegem axa 2 si proiectia impulsului p, = —-ih(:—;";f'mnfqorm
mecanicii cuantice. Ecuatia cu functii si valori proprii este

PV (2) = PV (z) - " (4.4.1)



sau- v
L —ih a(l) p¥(z). | (4.4.2)
Ecuatia (4.4.2) rescrisd
. d¥(z) .p , - | ,
V) i dz = (4.4.3)

conduce, priti integrare, 1a functia de undi

S y@ec@et. o (444)

Da.r funcgm de undd trebuie s fie mar ginitd! Acest lucru cere in mod
exples «a impulsul sd fie real p € R, adici & ipr € C. in caz contrar (p € C,
7P ﬁ“ i(a+ib)z =% - —) exponentiala se scrie ca

iax

ehPT = ¢'FemAT \ (4.4.5)

jar parteareal, pentru 2 — —oo, este nemdirginiti

lim e_‘%’ =00. (4.4.6)
r——00

In aceste conditii, impulsul p, care este valoare proprie a ecuatiei (4.4.1),
fiind real (p € R), spectrul lui este continuu (de fapt numai continuu sau
continuu in intregime).

In expresia functiilor de unda (4.4. 4) nu sunt precizate constantele C (p).

Acestea se determina dm conditiile de normare la unitate a functiilor de
unda, adica

f VE oY) de=dp-r).  (447)
unde é(p~ p’) est,e functia lui Dirac, specifici unei condigii de normare in

cadrul unui spe(,tl ul continuu.

-S#& continudm calculul in (4.4.7) pentru a obtine (onxt(mtele de normare,
notate de aici inainte cu N (p).

Avem
o [e@a e de = N ENE) [t de =
= =2nhd (p—p') N* (') N (p) (4.4.8)
r'd
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deoarece
o0

/ e‘,i;ll'?(l’—l”) dz = 27hd (1) — pl) . (449)

—0o0

Reunind rezultatele-din (4.4.7) si din (4.4.8) obtinem
2rhN* (p').N Pdop-p)=d(@-p). (4.4.10)
Functia d (p — p’) a lui Dirac, fiind singulara, nu permite simplificarea ei

in (4.4.10).
Sa integram in ambii membrii al expresiei (4.4.10). Vom avea

2nhN* (p) / N@)o(p-yp)dp= / d(p—p)dp=1, (4.4.11)
. —00 00
sau
2nhN* (p') N (p) = 2rh [N (¢)]? = 1. (4.4.12)
Constanta de normare are valoarea
1
N| = 44.13
NI = 7= (4.4.13)
ceea ce conduce la fun(-.t;iz{ de unda
-
V(p, )= enls (4.4.14)

V2rh

Problema 4.5. Scrieti ecuatia lui Schrédinger pentru o particuld relativistd
liberd care are un comportament cuantic.

Solutie. Energia unci particule cuantice (liberi) relativiste este functie
de impuls
E? = p*c? + mPet. (4.5.1)

Folosind pricipiul de corespondenti

J
pi —  —ih- (4.5.2)
dy,
Jd
IS — il 4.5.8
ih, (4.5.3)
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obtinem -
) ) 02 82 a‘z )
2, _p2( 9 L9 L9 )2 5.
p h (0$2+(')y2+3z2) LA (4.5.4)
gl
. g 07 A ,
E? - -hz-a—tfz. (4.5.5)

~ Inlocuind in (4.5.1) obtinem ecuatia

-7 .
-—ﬁza—\ll (z,9,2,t) = —h*EAV (z,y, 2,t) + m*c* ¥ (2,9, z, t) (4.5.6)

ot2
sau’ )
[m - (%) ] ¥ (z,y,2,t) =0 (4.5.7)
unde o
| ! C oo
este dalambertianul sistemului (operatorul lui d’Alembert). Folosind notatia
o, =0- (%)’  (459)
m = T 5.

ecuatia (4.5.7) se mai’scrie
) Dnl,\p ("_'.,t) = O . (4.5.10) ~

Ecuatia (4.5.7) sau varianta (4.5.10) se numeste ecuatia lui Klein-Gordon.
n



