
Capitolul 6

Noµiuni de relativitate restrâns 

Timp de peste 200 de ani, mecanica clasic , guvernat  de principiile lui
Newton ³i transform rile lui Galilei, a oferit explicaµii satisf c toare fenome-
nelor observate în natur . S-a constatat îns , c  dac  aceste legi sunt aplicate
fenomenelor ce se produc cu viteze comparabile cu cea a luminii, se obµin
rezultate eronate. Einstein a fost cel care a propus modalit µi de corectare
a mecancii clasice, fundamentând teoria relativit µi. Mai exact, Einstein1 a
formulat dou  teorii distincte: Teoria Relativit µii Restrânse (1905) ³i Teoria
Relativit µii Generalizate (1915). Aceasta din urm , este o extindere a primei
teorii ce ia în calcul ³i fenomenul gravitaµiei2.

6.1 Relativitatea în mecanica clasic 
Un sistem de referinµ  este constituit dintr-un corp sau sistem de corpuri

c ruia i se asociaz  un ansamblu de ceasornice pentru m surarea timpului ³i
instrumente pentru m surarea distanµelor.

S  consider m dou  sisteme de referinµ  carteziene cu originile în puncte

1Albert Einstein (1879-1955), �zician german, este considerat unul dintre cei mai mari
oameni de ³tiinµ  ai tuturor timpurilor. În 1905, la 26 de ani, public  patru lucr ri
³tiinµi�ce care revoluµioneaz  �zica. Dou  dintre acestea se refer  la teoria relativit µii
restrânse.

2calculele implicate dep ³esc nivelul cursului de faµ  din acest motiv teoria generalizat 
nu va � abordat .
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Figura 6.1:

diferite: Σ - sistem de referinµ  inerµial3, pe care s -l consider m �x ³i Σ′−
sistem a�at în mi³care. În cele dou  sisteme se a�  doi observatori ce ur-
m resc mi³carea unui punct material a�at în P (Fig.6.1).

Presupunând c  ambii observatori au acelea³i instrumente pentru m -
surarea distanµelor ³i timpului, punctul material este descris de urm torii
vectori de poziµie (Fig.6.1):

• ~r = ~r(t) în Σ;
~r = xx̂ + yŷ + zẑ, (6.1)

• ~r′ = ~r′(t) în Σ′.
~r′ = x′x̂′ + y′ŷ′ + z′ẑ′. (6.2)

Consider m c  originea O′ este m surat  de observatorul din sistemul
Σ, cu ajutorul vectorului de poziµie ~R0. Atunci:

~R0 = Xx̂ + Y ŷ + Zẑ, (6.3)

unde (X,Y, Z) sunt coordonatele lui O′ m surate din Σ.
3Reamintim faptul c  un sistem de referinµ  inerµial este cel în care sunt valabile prin-

cipiile mecanicii; în particular principiul inerµiei. Dac  un corp este liber atunci se a�  în
repaus sau în mi³care rectilinie ³i uniform .
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Principala ipotez  cu care lucreaz  mecanica clasic  este aceea c  timpul
�curge� la fel în cele dou  sisteme de referinµ 4. Ca urmare, considerând
c  masa este independent  de mi³care iar spaµiul se m soar  la fel în orice
sistem de referinµ , mecanica clasic  lucreaz  cu noµiunile de timp-absolut ³i
mas -absolut .

S  analiz m în continuare modul cum se transform  coordonatele punc-
tului material atunci când sunt m surate în sisteme de referinµ  diferite.

6.1.1 Transform rile lui Galilei
Transformarea coordonatelor

S  consider m c  Σ′ se a�  în mi³care de translaµie faµ  de Σ5cu viteza:

~v =
d~R0

dt
. (6.4)

Din Fig.6.1 se observ  c :
~r = ~R0 + ~r′, (6.5)

unde:
~R0 =

Z
~vdt + const. (6.6)

Consider m c  direcµiile axele celor dou  sisteme de referinµ  coincid, adic :

x̂ = x̂′; ŷ = ŷ′; ẑ = ẑ′. (6.7)

Leg tura dintre coordonate m surate de observatorii a�aµi în Σ ³i Σ′ poate
� scris  sub forma matricial :�

x
y
z

�
=

�
X
Y
Z

�
+

�
x′

y′

z′

�
. (6.8)

În cazul particular în care Σ′,a�at iniµial în origine, se deplaseaz  de-a
lungul axei Ox:

~v =
dX

dt
x̂ ⇒ X = vt, (6.9)

4Teoria relativit µii reinterpreteaz  noµiunile de spaµiu ³i timp, considerându-le m rimi
dependente una de cealalt .

5În mod simetric, putem gândi c  Σ se a�  în mi³care cu viteza -~v faµ  de Σ′.
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³i alegând constanta din (6.6) egal  cu zero, se obµin coordonatele lui P
m surate de observatorul din Σ:

x = vt + x′; (6.10)
y = y′; (6.11)
z = z′. (6.12)

În mod evident, coordonatele m surate de observatorul din Σ′sunt:

x′ = x′ − vt; (6.13)
y′ = y; (6.14)
z′ = z. (6.15)

Transformarea vitezelor

Legea de trasformare a vitezei se obµine derivând în raport cu timpul
relaµia (6.5):

d~r

dt
=

d~R0

dt
+

d~r′

dt
, (6.16)

�inând cont de de�niµia vitezei ³i de (6.4) , rezult :

~u = ~v + ~u′. (6.17)

Relaµia (6.17) exprim  faptul c  viteza absolut , ~u, m surat  de observatorul
din sistemul �x este egal  cu suma vectorial  dintre viteza de transport , ~v ³i
viteza relativ  ~u′, m surat  de observatorul din sistemul în mi³care.

Transformarea vitezei dintr-un sistem în mi³care într-unul �x este, în mod
evident:

~u′ = ~u− ~v. (6.18)

Relaµia (6.18) este cunoscut  ca transformarea Galilei a vitezelor.
Revenind la relaµia (6.17), ea mai poate � scris  ³i sub forma matriceal :�

ẋ
ẏ
ż

�
=

�
Ẋ

Ẏ

Ż

�
+

�
ẋ′

ẏ′

ż′

�
. (6.19)
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În cazul particular al translaµiei în lungul axei Ox cu viteza v, relaµiile de
transformare ale vitezei devin:

ux = v + u′x; (6.20)
uy = u′y; (6.21)
uz = u′z, (6.22)

sau:

ux = v + u′x; (6.23)
uy = u′y; (6.24)
uz = u′z. (6.25)

Principiul relativit µii lui Galilei

Pân  acum am a�at c  observatori a�aµi în sisteme de referinµ  diferite
m soar  valori diferite pentru poziµia ³i viteza punctului material. S  anali-
z m, în continuare, ce pot spune ace³tia despre aceleraµiile ³i implicit forµele
ce acµioneaz  asupra punctului material în mi³care.

Derivând în raport cu timpul expresia vitezei (6.17) se obµine acceleraµia:

~a = ~atr + ~a′, (6.26)

unde
~atr =

d~v

dt
,

sau:
~a′ = ~a− ~atr. (6.27)

Într-un sistem de coordonate cartezian, expresia (6.26) se scrie:�
ẍ
ÿ
z̈

�
=

�
Ẍ

Ÿ

Z̈

�
+

�
ẍ′

ÿ′

z̈′

�
. (6.28)

S  consider m c  punct material a�at în P este liber în sistemul inerµial
(Σ). Atunci, conform principiului fundamental al mecanicii:

−→
F = 0 ⇒ ~a =

d~u

dt
= 0. (6.29)
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Pentru ca el s  �e liber ³i în sistemul mobil, cu alte cuvinte pentru ca ³i
sistemul de referinµ  Σ′ s  �e inerµial, trebuie respectat  o condiµie similar :

~a′ =
d~u′

dt
= 0. (6.30)

Din relaµia (6.26) rezult  imediat c :

~atr =
d~v

dt
= 0, (6.31)

adic :
~v =

−−−→
const. (6.32)

Relaµia obµinut  permite de�nirea sistemelor de referinµ  inerµiale. Orice
sistem de referinµ  care execut  o mi³care rectilinie ³i uniform  faµ  de un sis-
tem de referinµ  inerµial se nume³te sistem de referinµ  inerµial . Ca urmare,
dac  ambele sisteme de referinµ  sunt inerµiale rezult  c :

~a = ~a′. (6.33)

Înmulµind cu masa inert , care se postuleaz  a � constant  în mecanica
clasic , se obµine:

m~a = m~a′ ⇒ (6.34)
~F = ~F ′. (6.35)

În concluzie, forµa care acµioneaz  asupra unui punct material este aceea³i
în orice sistem de referinµ  inerµial sau, mai general, legile mecanicii sunt
acelea³i6 în orice sistem de referinµ  inerµial. Aceast  a�rmaµie constituie
principiul relativit µii lui Galilei. Cu alte cuvinte, toate sistemele de referinµ 
inerµiale sunt echivalente.

Dac  ecuaµiile matematice care descriu un fenomen au aceea³i expresie
(form ) se spune c  sunt legi invariante. În cazul de faµ  ecuaµiile de mi³care
date de mecanica newtonian  sunt invariante la transform rile lui Galilei.

6Legile mecanicii r mân acelea³i ca form  a expresiilor ³i nu ca valoare. De exemplu,
dac  impulsul se conserv  într-un sistem de referinµ  inerµial el se conserv  în toate
sistemele de referinµ  inerµiale dar valoarea acestei constante este alta.
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6.2 Principiile relativit µii restrânse
Experimentele realizate pân  la sfâr³itul secolului al XIX-lea au demon-

strat faptul c  nu exist  nici un sistem de referinµ  preferenµial, toate sis-
temele de referinµ  inerµiale �ind echivalente. Explicaµiile teoretice ale acestor
constat ri experimentale au fost date de Einstein în 19057, pe baza urm -
toarelor postulate:

1. Legile �zicii au acelea³i expresii în toate sistemele de referinµ  inerµiale.

2. Viteza maxim  de propagare a interacµiunii dintre dou  corpuri este
egal  cu viteza de propagare a luminii în vid8 ³i este constant  ³i inde-
pendent  de sistemul de referinµ  inerµial.

Primul postulat generalizeaz  valabilitatea expresiilor matematice ale fenomenelor
�zice9 pentru orice sistem de referinµ  inerµial. Cu alte cuvinte, acesta con-
sider  invarianµa legilor mecanicii pentru sistemele de referinµ  inerµiale.

Postulatul al doilea stabile³te ca limit  a vitezei interacµiunilor - viteza de
propagare a luminii în vid ³i este mai degrab  o formulare a unor constat ri
experimentale.

Deoarece primul postulat conduce la concluzia c  nu exist  un sistem de
referinµ  inerµial preferenµial, atunci a�rmaµia principiului al doilea se impune
ca necesitate: viteza de propagare a luminii trebuie s  �e aceea³i peste tot.

6.3 Transform rile Lorentz
Transform rile lui Galilei fac leg tura între fenomenele m surate în di-

ferite sisteme de referinµ  inerµiale, l sând invariante legile lui Newton. S-a
constatat totu³i, c  ecuaµiile ce descriu câmpul electromagnetic10 nu r mân
neschimbate la transform rile Galilei. Ce este gre³it? Rezultatele expe-
rienµelor lui Maxwell sau transform rile lui Galilei? Fizicianul danez H. A.
Lorentz11 a decis c  trebuie modi�cate acestea din urm . El a descoperit,

7Zur electrodynamik der bewegter Körper, Ann. Phys. 17, 891-921 (1905)
82.99792458× 108ms−1

9adic  legile mecanicii Newtoniene ³i ale electromagnetismului lui Mawwell
10Ansambluri de câmpuri electrice ³i magnetice care se genereaz  reciproc.
11Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928) �zician danez, a avut constribuµii importante la

dezvoltarea teoriei relativit µii ³i a teoriei cuantice. În 1902 prime³te al turi de Zeeman,
premiul Nobel pentru �zic .
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pe baza principiilor lui Einstein, un set de transform ri matematice între
sistemele de referinµ  inerµiale (ast zi cunoscute ca ecuaµiile Lorentz), care
p streaz  invariante ecuaµiile lui Maxwell.

Pentru a discuta transform rile Lorentz, s  consider m cele dou  sisteme
de referinµ  inerµiale, carteziene: Σ - �x ³i Σ′- mobil.Pentru simpli�carea
calculelor, s  consider m cazul în care sistemul Σ′ se deplaseaz  paralel cu
axa Ox. La momentul t = 0 originile celor dou  sisteme coincid (O ≡ O′).
Coordonatele unui punct M m surate la momentul t în sistemul Σ sunt:

x = x′ + vt; (6.36)
y = y′; (6.37)
z = z′, (6.38)

iar cele m surate din sistemul Σ′ sunt:

x′ = x− vt; (6.39)
y′ = y; (6.40)
z′ = z. (6.41)

S  facem acum principala ipotez  din mecanica relativist : s  admitem exis-
tenµa unui timp propriu ³i a unor etaloane de lungime proprii �ec rui sistem
de referinµ  inerµial. Atunci:

αx′ = x− vt. (6.42)

Conform postulatului întâi al relativit µii, expresia matematic  a ecuaµiei
care descrie mi³carea sistemului trebuie s  �e aceea³i în ambele sisteme de
referinµ  inerµiale. Deci, invarianµa legii de mi³care conduce la:

αx = x′ + vt′, (6.43)

deoarece din sistemul Σ′ se vede c  sistemul Σ se deplaseaz  cu viteza (−v) .
Înlocuim pe x′ din (6.43) în (6.42) ³i apoi îl a� m pe αt′:

α(αx− vt′) = x− vt ⇒ (6.44)
(α2 − 1)x = αvt′ − vt ⇒ (6.45)

αt′ = (α2 − 1)
x

v
+ t. (6.46)
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Împ rµind ecuaµiile (6.46) ³i (6.42) se obµine:

αx′

αt′
=

x− vt

(α2 − 1)x
v

+ t
⇒ (6.47)

x′

t′
=

x/t− v

(α2 − 1) x
vt

+ 1
(6.48)

Deoarece raportul dintre distanµ  ³i timp reprezint  o vitez , se poate
scrie:

u′x =
ux − v

(α2 − 1)ux

v
+ 1

. (6.49)

Dac  consider m drept fenomen analizat propagarea unui semnal lumi-
nos, atunci conform postulatului al doilea, viteza de propagare este aceea³i
în ambele sisteme ³i este egal  cu c:

ux = u′x = c. (6.50)

Ca urmare din relaµia (6.49) rezult :

c =
c− v

(α2 − 1) c
v

+ 1
⇒ (6.51)

α =

s
1− v2

c2
. (6.52)

Transform rile lui Lorentz directe (pentru m sur torile în sistemul �x)
devin:

x =
x′ + vt′q
1− v2

c2

; (6.53)

y = y′; (6.54)
z = z′; (6.55)

t =
t′ + v

c2
x′q

1− v2

c2

, (6.56)
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iar transform rile Lorentz inverse (pentru m sur torile în sistemul mobil):

x′ =
x− vtq
1− v2

c2

; (6.57)

y′ = y; (6.58)
z′ = z; (6.59)

t′ =
t− v

c2
xq

1− v2

c2

. (6.60)

Transform rile lui Lorentz stabilesc leg tura dintre coordonatele spaµiale
³i cele temporale în a³a fel încât forma ecuaµiilor �zice s  r mân  aceea³i în
toate sistemele de referinµ  inerµiale iar viteza de propagare a luminii s  �e
aceea³i în orice sistem de referinµ  inerµial. Transform rile Lorentz directe
se pot scrie ³i sub form  matriceal :�

x
y
z
t

�
=

0BBBBBBB@
1È

1− v2

c2

0 0 vÈ
1− v2

c2

0 1 0 0
0 0 1 0

v/c2È
1− v2

c2

0 0 1È
1− v2

c2

1CCCCCCCA� x′

y′

z′

t′

�
. (6.61)

6.4 Consecinµe ale transform rilor Lorentz

6.4.1 Dilatarea duratelor
S  consider m un sistem �zic oarecare, de exemplu mi³care unui punct

material pe o traiectorie oarecare (Fig.6.2 ). În sistemul Σ coordonatele in-
tersecµiei traiectoriei cu axa Ox sunt x1(t1) ³i x2(t2) iar în sistemul Σ′ sunt
x′1(t

′
1) ³i x′2(t

′
2).

Durata dintre cele dou  intersecµii12, m surat  în Σ este:

∆t = t2 − t1, (6.62)

iar durata m surat  în Σ′ :

∆t′ = t′2 − t′1. (6.63)
12evenimente produse în anumite locuri la anumite momente de timp
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Folosind (6.60) se obµine:

∆t′ =
t2 − v

c2
x2q

1− v2

c2

− t1 − v
c2

x1q
1− v2

c2

= (6.64)

=
t2 − t1q
1− v2

c2

− v

c2

x2 − x1q
1− v2

c2

= (6.65)

=
∆tq
1− v2

c2

− v

c2

∆xq
1− v2

c2

. (6.66)

Ca urmare, durata dintre dou  evenimente din sistemul Σ′ depinde de
timp, poziµie ³i de viteza de deplasare a sistemului.

Se pot face urm toarele observaµii:
1. dac  evenimentele sunt simultane în Σ (adic  se produc la acela³i mo-

ment de timp), atunci:

t1 = t2 ⇒ ∆t′ = − v

c2

∆xq
1− v2

c2

6= 0. (6.67)

Rezult  c  evenimentele nu mai sunt simultane în sistemul a�at în
mi³care. Ca urmare, noµiunea de simultaneitate este relativ .



12 CAPITOLUL 6. NO�IUNI DE RELATIVITATE RESTRÂNS�

2. dac  evenimentele se produc în acela³i loc în Σ :

x1 = x2 ⇒ ∆t′ =
∆tq
1− v2

c2

> 0. (6.68)

Durata m surat  în sistemul a�at în mi³care este mai mare decât cea
m surat  în sistemul a�at în repaus. Acest fenomen se nume³te di-
latarea duratelor .

3. dac  se studiaz  un fenomen periodic, cu perioada T (în Σ) ³i T ′ (în
Σ′) avem:

T ′ =
Tq

1− v2

c2

> T. (6.69)

Durata T , m surat  în raport cu sistemul faµ  de care sistemul este
presupus a � legat se nume³te perioada (durata) proprie. Dup  cum se
constat , durata proprie este cea mai mic :

T = T ′
s

1− v2

c2
. (6.70)

Ca exemplu al acestui efect, se poate considera dezintegrarea mezonilor
π.De³i au un timp de viaµ  foarte scurt ³i se dezintegreaz  în atmosfera
terestr  înainte de a ajunge pe P mânt, totu³i ei sunt detectaµi de in-
strumentele de m sur  din laborator, datorit  fenomenului de dilatare
a timpului.

6.4.2 Contracµia lungimilor
S  consider m c  lungimea unei distanµe13 m surate în Σ (vezi Fig.6.3)

este:
l = x2 − x1. (6.71)

În sistemul Σ′ aceea³i distanµ  va avea lungimea:

l′ = x′2 − x′1. (6.72)
13de exemplu, rigle
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Pentru ca m sur torile din Σ′ s  indice în mod corect lungimea, citirile co-
ordonatelor corespunz toare capetelor trebuie f cute în mod simultan. Ca
urmare:

t′1 = t′2. (6.73)
Folosind ecuaµia Lorentz (6.60) se obµine:

t2 − v
c2

x2q
1− v2

c2

=
t1 − v

c2
x1q

1− v2

c2

⇒ (6.74)

∆t =
v

c2
∆x =

v

c2
l. (6.75)

Lungimea m surat  în Σ′ va �, conform ecuaµiei Lorentz (6.57):

l′ =
x2 − vt2q

1− v2

c2

− x1 − vt1q
1− v2

c2

⇒ (6.76)

l′ =
x2 − x1q

1− v2

c2

− v(t2 − t1)q
1− v2

c2

. (6.77)
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Ca urmare:
l′ =

lq
1− v2

c2

− v2

c2

lq
1− v2

c2

= l

s
1− v2

c2
> 0, (6.78)

adic 
l′ < l.

Lungimile m surate într-un sistem de referinµ  a�at în mi³care sunt mai mici
decât cele din sistemul a�at în repaus. Rezultatul exprimat de aceast  relaµie
este cunoscut sub numele de contracµia lungimilor .

6.4.3 Dependenµa masei de vitez 
S  consider m, în cele ce urmeaz , c  traiectoria unui mobil este un cerc

situat într-un plan paralel cu yOz (Fig.6.4).
Mi³carea pe o traiectorie circular  este rezultatul acµiunii unei forµe de

tip centripet. Pentru astfel de mi³c ri, forµa este coliniar  cu vectorul de
poziµie ³i ca urmare, momentul unghiular este constant.

~r × ~F = ~r × d~p

dt
=

d

dt
(~r × ~p) =

d ~J

dt
= 0 ⇒ (6.79)

~J =
−−−→
const. (6.80)
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Conform postulatului teoriei relativit µii restrânse, expresia matematic 
a acestei m rimi este invariant . Acceptând o aceea³i expresie matematic 
în ambele sisteme de referinµ , se poate scrie:

~J = ~J ′ ⇒ (6.81)
rmv = r′m′v′ ⇒ (6.82)

r2mω = r2′m′ω′ ⇒ (6.83)È
y2 + z2mω =

È
y′2 + z′2m′ω′ ⇒ (6.84)È

y2 + z2m
2π

T
=

È
y′2 + z′2m′2π

T ′ (6.85)

Folosind ecuaµiile lui Lorentz ³i expresia perioadei în sistemul Σ′ rezult :

m′ = m
T ′

T
⇒ (6.86)

m′ =
mq

1− v2

c2

. (6.87)

Dac  not m masa de repaus cu m = m0, se obµine dependenµa masei de
vitez :

m′ =
m0q
1− v2

c2

. (6.88)

6.4.4 Transformarea vitezelor în teoria relativit µii
Consider m un fenomen care se desf ³oar  cu vitezele ux, uy, uz în sis-

temul Σ ³i u′x, u′y, u
′
z în sistemul Σ′. Conform de�niµiei vitezelor:

ux =
dx

dt
, u′x =

dx′

dt′
, (6.89)

Folosind relaµiile lui Lorentz (6.53) ³i (6.56) pe care le diferenµiem, se
obµine:

ux =
dx′ + vdt′q

1− v2

c2

·
q

1− v2

c2

dt′ + v
c2

dx′
(6.90)

=
dx′ + vdt′

dt′ + v
c2

dx′
=

u′x + v

1 + v
c2

u′x
. (6.91)



16 CAPITOLUL 6. NO�IUNI DE RELATIVITATE RESTRÂNS�

În mod analog se procedeaz  pentru celelalte dou  componente:

uy =
dy

dt
=

dy′
q

1− v2

c2

dt′ + v
c2

dx′
=

u′y
q

1− v2

c2

1 + v
c2

u′x
; (6.92)

uz =
dz′
q

1− v2

c2

dt′ + v
c2

dx′
=

u′z
q

1− v2

c2

1 + v
c2

u′x
. (6.93)

Problema compunerii vitezelor poate � analizat  ³i invers, din sistemul
de referinµ  a�at în mi³care. Deoarece din acest sistem se vede deplasarea
celuilalt cu viteza v orientat  în sens opus, rezultatele g site r mân valabile
în condiµiile în care înlocuim pe v cu −v.

Relaµiile inverse de transformare ale vitezei sunt:

u′x =
ux − v

1− v
c2

ux

; (6.94)

u′y =
uy

q
1− v2

c2

1− v
c2

ux

; (6.95)

u′y =
uz

q
1− v2

c2

1− v
c2

ux

. (6.96)

Dac  fenomenul studiat este propagarea unui fascicul luminos:

u′x = c, (6.97)

rezult  c  viteza luminii m surat  în sistemul a�at în mi³care este conform
(6.91) ³i în acord cu postulatul al doilea al teoriei relativit µii restrânse:

ux =
c + v

1 + v
c2

c
= c. (6.98)

Spre amuzament, putem spune c  în teoria relativit µii, 1+1=1!

6.5 Forµa în teoria relativit µii
S  vedem acum în ce mod trebuie interpretat  ecuaµia fundamental  a

mi³c rii pentru a � invariant  la transform rile Lorentz. Pornim de la expre-
sia:

~F =
d~p

dt
=

d(m~v)

dt
, (6.99)
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care este valabil  în ambele teorii. Impulsul, r mâne de�nit ca produs între
mas  ³i vitez , doar c , trebuie s  avem în vedere dependenµa masei de vitez :

~p = m~v =
m0q
1− v2

c2

. (6.100)

Dac  asupra unui corp acµioneaz  un timp îndelungat o forµ  constant , în
mecanica clasic  se considera c  acest fapt conduce la cre³terea vitezei la
valori oricât de mari (chiar mai mari decât viteza luminii!), lucru interzis
de postulatul al doilea al relativit µii. Este corect s  admitem c  acel corp
câ³tig  impuls ³i nu vitez ! Pe m sur  ce viteza cre³te, cre³te ³i masa de
mi³care ³i, atunci când v = c masa este, din punct de vedere teoretic, in�nit .
Din acel moment corpul nu mai simte efectul acceler rii. A³adar, oricâte
resurse de energie ar avea un accelerator de particule, nu ne ajut  la obµinerea
de viteze superioare luminii.

În continuare, vom exprima forµa cu ajutorul a dou  componente care
rezult  prin derivarea în raport cu timpul a impulsului:

~F = ~v
dm

dt
+ m

d~v

dt
(6.101)

= ~v
d

dt

�
m0q
1− v2

c2

�
+

m0q
1− v2

c2

d~v

dt
. (6.102)

S  calcul m expresia forµei folosind urm torul procedeu:
A. consider m, variaµia vitezei doar ca m rime:

• Variaµia vitezei ca m rime va determina componenta longitudinal  a
forµei:

~Ftg = ~vtg
d

dt

�
m0q
1− v2

c2

�
+ m

d~vtg

dt
(6.103)

= ~vtg

�
1

2

��
2

v

c2

� m0�
1− v2

c2

�3/2

d~vtg

dt
+

m0q
1− v2

c2

d~vtg

dt
(6.104)

=

24�v2

c2

�
m0�

1− v2

c2

�3/2
+

m0q
1− v2

c2

35 d~vtg

dt
⇒ (6.105)

=
m0�

1− v2

c2

�3/2

d~vtg

dt
⇒ ~Ftg = ml

d~vtg

dt
. (6.106)
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m

n tg

na tga
a

Figura 6.5: Forµa, în teoria relativit µii nu este coliniar  cu acceleraµia.

M rimea notat  ml ³i de�nit  ca:

ml =
m0�

1− v2

c2

�3/2
, (6.107)

se nume³te mas  longitudinal . Ea este determinat  de variaµia vitezei doar
ca m rime.

B. consider m, variaµia vitezei doar ca orientare:

• Variaµia vitezei ca orientare determin  componenta normal  a forµei. În
aceast  situaµie, v2 = const. ³i prima derivat  din (6.102) se anuleaz ,
a³a c :

~Fn =
m0q
1− v2

c2

d~vn

dt
. (6.108)

Sumând vectorial cele dou  componente (6.106) ³i (6.108), se obµine:

~F = ~Ftg + ~Fn =
mo�

1− v2

c2

�3/2

d~vtg

dt
+

moq
1− v2

c2

d~vn

dt
. (6.109)

Dup  cum se constat  din aceast  relaµie, cele dou  variaµii de vitez 
(componente ale acceleraµiei) sunt înmulµite cu cantit µi diferite, de aceea
forµa în teoria relativit µii nu mai este coliniar  cu acceleraµia:

~a = ~atg + ~an =
d~vtg

dt
+

d~vn

dt
. (6.110)

Ilustrarea acestei observaµii este dat  în Fig.6.5.
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6.6 Energia relativist 

6.6.1 Relaµia lui Einstein

Conform de�niµiei, lucrul mecanic elementar efectuat de forµa ~F la de-
plasarea pe distanµa elementar  d~r este:

dL = ~F · d~r =
d~p

dt
· d~r = d~p · ~v. (6.111)

Impulsul relativist pentru punctul material are expresia:

~p = m~v =
m0~vq
1− v2

c2

. (6.112)

Lucrul mecanic total se obµine prin integrarea relaµiei (6.111) între dou 
puncte de pe traiectorie. Folosind faptul c  dx · y = d(xy)− x · dy, se obµine:

L =

BZ
A

dL =

BZ
A

~F · d~r =

BZ
A

d~p · ~v = (6.113)

= ~p · ~v |BA −
BZ
A

m0~vd~vq
1− v2

c2

= (6.114)

=
m0~v~vq
1− v2

c2

|BA −
BZ
A

m0~vq
1− v2

c2

d~v. (6.115)

Integrala se calculeaz  u³or dac  se folose³te rezultatul urm tor:

d

�s
1− v2

c2

�
=

1

2

�
1− v2

c2

� 1
2
−1 �

−2v

c2

�
dv = (6.116)

= −
�

1− v2

c2

�− 1
2 vdv

c2
⇒ (6.117)

~vd~vq
1− v2

c2

= −c2d

�s
1− v2

c2

�
. (6.118)
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Ca urmare, lucrul mecanic devine:

L =
m0v

2q
1− v2

c2

|BA +m0c
2

s
1− v2

c2
|BA= (6.119)

=
m0q
1− v2

c2

�
v2 + c2

�
1− v2

c2

��
|BA=

m0c
2q

1− v2

c2

|BA (6.120)

=
m0c

2É
1− v2

B

c2

− m0c
2É

1− v2
A

c2

(6.121)

= m(vB)c2 −m(vA)c2 = E(B)− E(A) = ∆E. (6.122)

M rimea notat :
E =

m0c
2q

1− v2

c2

(6.123)

se nume³te energie relativist  a corpului cu masa de repaus m0 ³i vitez  de
deplasare v.

Relaµia:
∆E = ∆mc2 (6.124)

este cunoscut  sub numele de relaµia lui Einstein dintre mas  ³i energie.
Oric rei variaµii de mas  îi corespunde o variaµie de energie ³i

invers, oric rei variaµii de energie îi corespunde o variaµie de mas .
Veri�carea acestei relaµii de echivalenµ 14 se face prin toate experimentele

din �zica particulelor elementare. De exemplu:

• reacµii dintre particule ³i antiparticule; în cazul reacµiei de anihilare
dintre un electron ³i un pozitron15, a�aµi �ecare în repaus, rezult  doi
fotoni γ cu energia �ec ruia egal  cu m0c

2.

14De regul , variaµiile energiei determinate în mod practic corespund unor variaµii foarte
mici ale masei. De exemplu, pentru 20 kilotone de trinitrotoluen (TNT) dintr-o bomb 
atomic , variaµia depistat  a masei constituenµilor care intr  ³i care rezult  din reacµie
este de circa 1g .

15pozitronul este antiparticula electronului. Antiparticulele sunt, în general, particule
elementare care apar în reacµii energetice ³i au propriet µi (electrice, magnetice, etc.)
de�nite de o simetrie speci�c  (în oglind ). De obicei, particulele ³i antiparticulele apar
³i dispar în pereche.
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• defectul de mas ; dac  se adun  masele constituenµilor unui nucleu
³i se compar  cu valoarea m surat  a masei nucleului se constat  c 
aceasta din urm  este mai mic . Diferenµa este reg sit  sub form  de
energie de leg tur  a nucleului, cea care este responsabil  de stabilitatea
sistemului. De exemplu, nucleul de He (format din 2 protoni cu masele
Mp ³i 2 neutroni cu masele Mn) are E = Mαc2 = 3727, 44MeV iar
2Mpc

2 + 2Mnc
2 = 3755, 44MeV. Diferenµa ∆E = 28MeV reprezint 

energia de leg tur  a nucleului.

În cazul deplas rilor cu viteze mult mai mici decât viteza luminii, v << c,
relaµia se poate aproxima sub forma:

E = mc2 ≈ m0c
2

�
1 +

1

2

v2

c2
+ ...

�
= m0c

2 +
1

2
mv2 + ... (6.125)

Termenul m0c
2 se nume³te energie relativist  de repaus iar 1

2
mv2 - energie

cinetic  corespunz toare vitezei v.
Diferenµa dintre energia relativist  de mi³care ³i energia de repaus de-

�ne³te energia cinetic  relativist :

Ec = mc2 −m0c
2 (6.126)

6.6.2 Leg tura dintre energie ³i impuls
S  introducem impulsul p = mv în expresia energiei relativiste:

E =
moc

2q
1− v2

c2

=
moc

2q
1− mv2

m2c2

=
moc

2q
1− p2

m2c2

. (6.127)

Aranjând termenii în aceast  relaµie, se poate scrie:

E2

�
1− p2

m2c2

�
= m2

oc
4 ⇒ (6.128)

E2 − E2 p2

m2c2
= m2

oc
4. (6.129)

Deoarece
E = mc2, (6.130)

se obµine relaµia dintre impuls ³i energie sub forma:

E2 − p2c2 = m2
oc

4. (6.131)
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ct
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(3)

x0

Figura 6.6: Interpretarea geometric  a transform rilor Lorentz

6.7 Universul Minkowski
Transform rile Lorentz descriu leg tura dintre momentul ³i locul des-

f ³ur rii oric rui fenomen. Ne putem imagina, un univers spaµiu-timp, cu
trei dimensiuni de tip spaµial ³i una de tip temporal în care ar putea � anal-
izate mai direct fenomenele relativiste.

S  a³ez m pe axa orizontal  spaµiul (în cazul translaµiei de-a lungul axei
Ox vom lua doar coordonata care se modi�c , x) iar pe axa vertical  - can-
titatea ct16 (numit  coordonat  spaµial ).

Orice punct din universul spaµiu-timp reprezint  un eveniment. Tota-
litatea punctelor care descriu evoluµia unui eveniment de�ne³te o linie de
univers .

În Fig.6.6 sunt ilustrate tipuri de traiectorii în diagramele spaµiu-timp: (1)
pentru particula în repaus poziµia r mâne neschimbat  în timp deci linia de
univers este o linie vertical ; (2) pentru mi³care rectilinie ³i uniform  viteza,
reprezentat  de panta dreptei, este constant  de aceea linia de univers este
o dreapt  înclinat ; (3) o mi³care accelerat  are panta variabil  în �ecare
punct ³i ca urmare traiectoria este o curb  (de exemplu, în cazul de faµ ,
mi³carea este la început rapid  ³i apoi lent ).

Linia de univers corespunz toare propag rii unui semnal luminos este
reprezentat  de dreapta marcat  cu v = c. Ea este orientat  la 450 faµ  de
cele dou  axe.

16Aceast  combinaµie se alege din considerente de omogenizare a dimensiunilor.
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x

ct

v=c

trecut

viitor

(1)

(2)

(3)

Figura 6.7: Conul Minkowski din vecin tatea originii. Zon  permis  este cea din
interiorul conului luminos.

Distanµa dintre dou  evenimente: de exemplu cel de coordonate (0, 0) (pro-
dus în origine) ³i cel de coordonate (ct, x) este dat  de m rimea:

s2 = x2 − c2t2. (6.132)

Aceast  distanµ  se nume³temetrica spaµiului. Ea este invariant  la trans-
fom rile Lorentz.

Diagramele spaµiu-timp, numite ³i diagrame Minkowski ne permit obser-
vaµii intuitive asupra modului în care se modi�c  elementele cinematice ale
mi³c rii în diferite sisteme de referinµ .

Deoarece ne putem imagina c  pe axa distanµelor am putea reprezenta
toate cele trei dimensiuni, s2 are semni�caµia p tratului unui interval de�nit
înt-un spaµiu cu 4 - dimensiuni. Din acest motiv s se nume³te cuadrivector
interval. Metrica care de�ne³te aceast  distanµ  este diferit  de cea dintr-un
spaµiu normal, cu trei dimensiuni (metrica euclidian ) prin faptul c  apare
semnul minus în faµa p tratului unei componente. De aceea, geometria unui
astfel de spaµiu este una diferit  de cea cu care suntem obi³nuiµi.

În Fig.6.7 este reprezentat conul Minkowski din vecin tatea originii. Deoarece
toate fenomenele se produc cu viteze mai mici decât viteza luminii, singura
zon  permis  este cea din interiorul conului luminos. Regiunea 3 este in-
terzis , deoarece str baterea ei ar necesita propagarea cu viteze mai mari
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decât viteza luminii! Zona din interiorul conului se împarte în dou  regiuni,
analizate în cele ce urmeaz :

• Fie un eveniment situat într-un punct în spaµiul corespunz tor lui
x = 0, situat în partea negativ  a axei temporale. Deoarece acesta
se produce la un moment de timp anterior prezentului (considerat la
t = 0). acest eveniment poate in�uenµa desf ³urarea evenimentului din
origine. Regiunea 1 corespunde trecutului absolut.

• Fie un eveniment situat într-un punct în spaµiul corespunz tor lui
x = 0, situat în partea pozitiv  a axei temporale. Deoarece acesta
se produce la un moment de timp ulterior prezentului (considerat la
t = 0), acest eveniment poate � in�uenµat de desf ³urarea evenimen-
tului din origine. Regiunea 2 corespunde viitorului absolut.

6.7.1 Cuadrivectori
Din experienµa nostr  de pân  acum, ³tim c  x, y, z reprezint  cele trei

componente carteziene ale unui spaµiu 3-dimensional. Dac  mai ad ug m
o component , de dimensiune ct (numit  component  temporal ), m rim
dimensiunea spaµiului la 4. În acest spaµiu, care nu mai este unul intu-
itiv17, vom lucra cu vectori cu 4-dimensiuni, numiµi ³i cuadrivectori. Din
cele discutate pân  acum, ei sunt invarianµi la transform rile Lorentz. Vom
not acuadrivectorii prin simbolul xi, i = 1, 4. Algebra pe care o vom folosi
seam n  în mare parte cu cea ³tiut , doar c , în acest caz, metrica este dat 
de relaµia:

s2 = x2 + y2 + z2 − c2t2. (6.133)
Pentru simpli�carea scrierii, vom adopta urm toarele convenµii de notaµii:

β =
v

c
; (6.134)

γ =
1√

1− β2
. (6.135)

17suntem prizonieri ai spaµiului 3D!
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Cuadrivectorul de poziµie

Cuadrivectorul de poziµie corespunde unui vector în diagrama spaµiu-timp
care are originea în originea sistemului iar vârful în punctul în corespunz tor
evenimentului studiat. Ca urmare, coordonatele cuadrivectorului de poziµie
sunt:

x1 = x, x2 = y, x3 = z, x4 = ct. (6.136)
Leg tura dintre coordonatele vectorului de poziµie dintr-un sistem �x ³i unul
care se depaseaz  cu viteza constant  v este dat  de transform rile Lorentz:

x1 = γ(x′1 + βx′4); (6.137)
x2 = x2; (6.138)
x3 = x3; (6.139)
x4 = γ(x′4 + βx′1), (6.140)

Sub form  matriceal  se poate scrie:�
x
y
z
ct

�
=

�
γ 0 0 βγ
0 1 0 0
0 0 0 1
βγ 0 0 γ

��
x′

y′

z′

ct′

�
, (6.141)

sau:
xi = Aijx

′
j, i = 1, 4. (6.142)

unde Aij este matricea transform rii:

Aij =

�
γ 0 0 βγ
0 1 0 0
0 0 0 1
βγ 0 0 γ

�
.

În mod evident, transformarea invers  este descris  de ecuaµiile:

x′1 = γ(x1 − βx4); (6.143)
x′2 = x2; (6.144)
x′3 = x3; (6.145)
x′4 = γ(x4 − βx1). (6.146)
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Cuadrivectorul interval

Consider m c  orice modi�care a coordonatelor unui eveniment din sis-
temul �x (∆xi, i = 1, 4) este echivalent  cu o modi�care a coordonatei co-
respunz toare m surat  în sistemul mobil (∆x′i, i = 1, 4). Acest lucru este
realizat prin calibrarea ceasurilor în cele dou  sisteme18.

Cuadrivectorul interval corespunde distanµei dintr-un spaµiu cu 4 dimen-
siuni dintre dou  evenimente oarecare. Valoarea in�nitezimal  a acestuia (în
cazul în care evenimentele sunt foarte puµin dep rtate unul de altul) este:

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2. (6.147)

Cuadrivectorul vitez 

Cuadrivectorul vitez  este de�nit ca variaµia cuadrivectorului de poziµie
în unitatea de timp propriu19 (dτ):

ui =
dxi

dτ
, i = 1, 4. (6.148)

Deoarece durata proprie este cea mai scurt , adic  conform cu (6.69)

dτ = dt

s
1− u2

c2
, (6.149)

cuadrivectorul vitez  devine:

ui =
1q

1− u2

c2

dxi

dt
. (6.150)

18Calibrarea corespunde �x rii momentelor de timp în care un semnal (de exemplu
lumina) str bate distanµe egale m surate de-a lungul unei drepte.

19Reamintim faptul c  timpul propriu este m surat cu un ceasornic care se deplaseaz 
odat  cu corpul, adic  de observatorul în raport cu care corpul este în repaus.
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Folosind notaµia γu = 1È
1−u2

c2

, se poate scrie:

u1 =
1q

1− u2

c2

dx1

dt
= γuux; (6.151)

u2 =
1q

1− u2

c2

dx2

dt
= γuuy; (6.152)

u3 =
1q

1− u2

c2

dx3

dt
= γuuz; (6.153)

u4 =
1q

1− u2

c2

dx4

dt
= γuc; (6.154)

unde (ux, uy, uz) sunt componentele carteziene obi³nuite ale vectorului vitez −→u . Deci, cuadrivectorul vitez  este:

ui = (γuux, γuuy, γuuz, γuc), (6.155)

sau
ui = γu(

−→u , c).

Cuadrivectorul acceleraµie

Cuadrivectorul acceleraµie se de�ne³te ca variaµia cuadrivectorului vitez 
în raport cu intervalul de timp propriu:

ai =
dui

dτ
= γu

dui

dt
. (6.156)

Cuadrivectorul impuls-energie

Prin de�niµie, cuadrivectorul impuls este produsul dintre masa de repaus
(deoarece se de�ne³te în sistemul faµ  de care corpul este în repaus) ³i
cuadrivectorul vitez :

pi = m0ui = (m0γu
−→u ,m0γuc). (6.157)

Deoarece masa de mi³care este:

m = m0γu, (6.158)
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folosind expresia energiei relativiste E = mc2,cuadrivectorul impuls se scrie
ca:

pi =
�
m−→u ,

E

c

�
=
�−→p ,

E

c

�
. (6.159)

Se observ  c  cea de-a patra component  este proporµional  cu energia.
Din acest motiv, acest cuadrivector se nume³te cuadrivector impuls-energie.

Cuadrivectorul forµ  - putere

Cuadrivectorul forµ  se de�ne³te ca derivata în raport cu timpul propriu
a cuadrivectorului impuls :

Fi =
dpi

dτ
= γu

dpi

dt
. (6.160)

Având în vedere modul în care a fost de�nit impulsul, se obµine:

Fi = γu

�
d~p

dt
, c

dm

dt

�
. (6.161)

Puterea este de�nit  ca lucrul mecanic efectuat în unitatea de timp:

P =
dL

dt
=

~F · d~r
dt

= ~F · ~u =

�
m

d~u

dt
+ ~u

dm

dt

�
· ~u (6.162)

Înlocuind derivata în raport cu timpul a masei:
dm

dt
= m0

d

dt
(γ) = m0

�
−1

2

��
1− u2

c2

�−3/2 �
−2~u

c2

�
d~u

dt
(6.163)

= (m0γ)
~u

c2
γ2d~u

dt
=

γ2

c2
m~u

d~u

dt
; (6.164)

se obµine:

P = m

�
1 + γ2u2

c2

�
~u

d~u

dt
= γ2m~u

d~u

dt
= c2dm

dt
. (6.165)

Ca urmare, m rimea componentei a patra a cuadrivectorului forµ , core-
spunde puterii mecanice. Ea se poate scrie ca:

c
dm

dt
=

P

c
=

~F · ~u
c

. (6.166)

Componentele cuadrivectorului forµ -putere sunt:

Fi = γu

�
d~p

dt
,

~F · ~u
c

�
. (6.167)


