Capitolul 6

Notiuni de relativitate restransa

Timp de peste 200 de ani, mecanica clasica, guvernata de principiile lui
Newton si transformarile lui Galilei, a oferit explicatii satisfacidtoare fenome-
nelor observate in natura. S-a constatat insa, ca daca aceste legi sunt aplicate
fenomenelor ce se produc cu viteze comparabile cu cea a luminii, se obtin
rezultate eronate. Einstein a fost cel care a propus modalitati de corectare
a mecancii clasice, fundamentand teoria relativititi. Mai exact, Einstein' a
formulat doua teorii distincte: Teoria Relativitatii Restranse (1905) si Teoria
Relativititii Generalizate (1915). Aceasta din urma, este o extindere a primei

teorii ce ia in calcul si fenomenul gravitatiei®.

6.1 Relativitatea in mecanica clasicd

Un sistem de referinta este constituit dintr-un corp sau sistem de corpuri
caruia i se asociaza un ansamblu de ceasornice pentru masurarea timpului si
instrumente pentru masurarea distantelor.

Sa consideram doua sisteme de referinta carteziene cu originile in puncte

LAlbert Einstein (1879-1955), fizician german, este considerat unul dintre cei mai mari
oameni de stiinti ai tuturor timpurilor. In 1905, la 26 de ani, publici patru lucrari
stiintifice care revolutioneaza fizica. Doua dintre acestea se refera la teoria relativitatii
restranse.

2calculele implicate depasesc nivelul cursului de fatil din acest motiv teoria generalizati
nu va fi abordata.
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Figura 6.1:

diferite: X - sistem de referintd inertial®, pe care si-1 consideram fix si ¥'—
sistem aflat in miscare. In cele doui sisteme se afli doi observatori ce ur-
méresc migcarea unui punct material aflat in P (Fig.6.1).

Presupunand ca ambii observatori au aceleasi instrumente pentru ma-
surarea distantelor gi timpului, punctul material este descris de urmatorii
vectori de pozitie (Fig.6.1):

o 7=17(t) In X;
T=2xT+yy+ 22, (6.1)
o 7 =7 (t)in X
F=a2t+y'y+ 27 (6.2)
Consideram cé originea O’ este masurata de observatorul din sistemul
Y., cu ajutorul vectorului de pozitie Ry. Atunci:

Ry=Xi+Yij+ Z2, (6.3)

unde (XY, Z) sunt coordonatele lui O" masurate din X.

3Reamintim faptul ci un sistem de referinti inertial este cel in care sunt valabile prin-
cipiile mecanicii; in particular principiul inertiei. Dacd un corp este liber atunci se afla in
repaus sau in migcare rectilinie si uniforma.
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Principala ipoteza cu care lucreaza mecanica clasica este aceea ca timpul
"curge” la fel in cele doud sisteme de referinti®. Ca urmare, considerand
cd masa este independentd de migcare iar spatiul se méasoara la fel in orice
sistem de referinta, mecanica clasica lucreaza cu notiunile de timp-absolut si
masa-absoluta.

Sa analizam in continuare modul cum se transforma coordonatele punc-
tului material atunci cand sunt masurate in sisteme de referinta diferite.

6.1.1 Transformarile lui Galilei

Transformarea coordonatelor

Sa consideram ca X' se afla in miscare de translatie fatd de X5cu viteza:

dRy
U= ——1. 6.4
Din Fig.6.1 se observa ca: .
7= Ry+7, (6.5)
unde: B
Ry = /Udt + const. (6.6)

Consideram ca directiile axele celor doua sisteme de referinta coincid, adica:

A~ A~

t=1y=92=2. (6.7)

Legiatura dintre coordonate misurate de observatorii aflati in 3 si ¥/ poate
fi scrisa sub forma matriciala:

T X x
y = v |+ v |. (6.8)
z Z 2z

In cazul particular in care Y/ aflat initial in origine, se deplaseazd de-a

lungul axei Ox:

dX

4Teoria relativititii reinterpreteaza notiunile de spatiu si timp, considerandu-le marimi
dependente una de cealalta.
5In mod simetric, putem gandi cid ¥ se afla in migcare cu viteza - fata de X'.
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i alegand constanta din (6.6) egald cu zero, se obtin coordonatele lui P
masurate de observatorul din :

r = vt+a; (6.10)
y = y; (6.11)
z = 2. (6.12)

In mod evident, coordonatele misurate de observatorul din X'sunt:

= -t (6.13)
Vo= (6.14)
7 = z (6.15)

Transformarea vitezelor

Legea de trasformare a vitezei se obtine derivand in raport cu timpul
relatia (6.5):
A7 dR, dF

Tinand cont de definitia vitezei si de (6.4) , rezulti:
u=v+u. (6.17)

Relatia (6.17) exprima faptul ca viteza absolutd, @, masurata de observatorul
din sistemul fix este egald cu suma vectoriald dintre viteza de transport, U si
viteza relativa @', misurata de observatorul din sistemul in miscare.

Transformarea vitezei dintr-un sistem in migcare intr-unul fix este, in mod
evident:

—/

@ =i—7. (6.18)

Relatia (6.18) este cunoscuta ca transformarea Galilei a vitezelor.
Revenind la relatia (6.17), ea mai poate fi scrisd gi sub forma matriceala:

g =Y |+ ¥ | (6.19)
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In cazul particular al translatiei in lungul axei Ox cu viteza v, relatiile de
transformare ale vitezei devin:

Uy = U4 ul; (6.20)

Uy = Uy (6.21)

B (6.22)
sau:

Uy = U4 ul; (6.23)

Uy = Uy (6.24)

u, = ul. (6.25)

Principiul relativitatii lui Galilei

Pana acum am aflat ca observatori aflati in sisteme de referinta diferite
masoara valori diferite pentru pozitia si viteza punctului material. Sa anali-
zam, in continuare, ce pot spune acestia despre aceleratiile si implicit fortele
ce actioneaza asupra punctului material in migcare.

Derivand in raport cu timpul expresia vitezei (6.17) se obtine acceleratia:

a=ay +d, (6.26)
unde
. dv
Ay TR
At
sau:
a =a— ay,. (6.27)

Intr-un sistem de coordonate cartezian, expresia (6.26) se scrie:

i X i
g l=1Y |+ 7 . (6.28)
3 VA 4

Sa consideram ca punct material aflat in P este liber in sistemul inertial
(3). Atunci, conform principiului fundamental al mecanicii:

dii

F=0=a 0 6.29
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Pentru ca el sa fie liber si in sistemul mobil, cu alte cuvinte pentru ca si
sistemul de referintd Y’ si fie inertial, trebuie respectatd o conditie similara:
_du’
ot

—/

= 0. (6.30)

Din relatia (6.26) rezultd imediat ca:

dv
dt

—

Ay =

=0, (6.31)

adica:
. _
U = const. (6.32)
Relatia obtinuta permite definirea sistemelor de referinta inertiale. Orice
sistemn de referinta care executa o migcare rectilinie gi uniforma fata de un sis-
tem de referinta inertial se numegte sistem de referinta inertial. Ca urmare,

daca ambele sisteme de referinta sunt inertiale rezulta ca:
a=ad. (6.33)

Inmultind cu masa inerta, care se postuleaza a fi constanta in mecanica
clasica, se obtine:

ma = mad = (6.34)
F = F. (6.35

In concluzie, forta care actioneaza asupra unui punct material este aceeasi
in orice sistem de referintd inertial sau, mai general, legile mecanicii sunt
aceleasi® in orice sistem de referintd inertial. Aceasta afirmatie constituie
principiul relativitati lui Galilei. Cu alte cuvinte, toate sistemele de referinta
inertiale sunt echivalente.

Daca ecuatiile matematice care descriu un fenomen au aceeasi expresie
(forma) se spune ca sunt legi invariante. In cazul de fatd ecuatiile de migcare
date de mecanica newtoniana sunt invariante la transformarile lui Galilei.

6Legile mecanicii raman aceleasi ca form# a expresiilor si nu ca valoare. De exemplu,
dacd impulsul se conservd intr-un sistem de referintd inertial el se conserva in toate
sistemele de referinta inertiale dar valoarea acestei constante este alta.
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6.2 Principiile relativitdtii restranse

Experimentele realizate pana la sfargitul secolului al XIX-lea au demon-
strat faptul ca nu exista nici un sistem de referinta preferential, toate sis-
temele de referinta inertiale fiind echivalente. Explicatiile teoretice ale acestor
constatiri experimentale au fost date de Einstein in 19057, pe baza urmi-
toarelor postulate:

1. Legile fizicii au aceleasi expresii in toate sistemele de referinta inertiale.

2. Viteza maxima de propagare a interactiunii dintre doua corpuri este
egald cu viteza de propagare a luminii in vid® si este constanta si inde-
pendenta de sistemul de referinta inertial.

Primul postulat generalizeaza valabilitatea expresiilor matematice ale fenomenelor
fizice? pentru orice sistem de referintd inertial. Cu alte cuvinte, acesta con-
sidera invarianta legilor mecanicii pentru sistemele de referinta inertiale.

Postulatul al doilea stabileste ca limita a vitezei interactiunilor - viteza de
propagare a luminii in vid i este mai degraba o formulare a unor constatari
experimentale.

Deoarece primul postulat conduce la concluzia cd nu existd un sistem de
referinta inertial preferential, atunci afirmatia principiului al doilea se impune
ca necesitate: viteza de propagare a luminii trebuie sa fie aceeasi peste tot.

6.3 Transformarile Lorentz

Transformarile lui Galilei fac legatura intre fenomenele masurate in di-
ferite sisteme de referinta inertiale, lasand invariante legile lui Newton. S-a
constatat totusi, ca ecuatiile ce descriu campul electromagnetic!® nu raman
neschimbate la transformarile Galilei. Ce este gresit? Rezultatele expe-
rientelor lui Maxwell sau transformarile lui Galilei? Fizicianul danez H. A.
Lorentz'! a decis ci trebuie modificate acestea din urma. El a descoperit,

" Zur electrodynamik der bewegter Korper, Ann. Phys. 17, 891-921 (1905)

82.99792458 x 108ms ™!

9adica legile mecanicii Newtoniene si ale electromagnetismului lui Mawwell

19 Ansambluri de campuri electrice si magnetice care se genereazi reciproc.

UHendrik Antoon Lorentz (1853-1928) fizician danez, a avut constributii importante la
dezvoltarea teoriei relativititii si a teoriei cuantice. In 1902 primeste alituri de Zeeman,
premiul Nobel pentru fizica.
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pe baza principiilor lui Einstein, un set de transforméiri matematice intre
sistemele de referintd inertiale (astiizi cunoscute ca ecuatiile Lorentz), care
pastreaza invariante ecuatiile lui Maxwell.

Pentru a discuta transformarile Lorentz, sa consideram cele doua sisteme
de referintd inertiale, carteziene: X - fix gi 3’- mobil. Pentru simplificarea
calculelor, si considerim cazul in care sistemul Y'se deplaseazi paralel cu
axa Oz. La momentul ¢ = 0originile celor doua sisteme coincid (O = O').
Coordonatele unui punct M masurate la momentul ¢ in sistemul > sunt:

r = 2+t (6.36)
= (6.37)
z = 2, (6.38)

iar cele misurate din sistemul X/ sunt:

¥ = x— vt (6.39)
Yy =y (6.40)
Z = =z (6.41)

Sa facem acum principala ipoteza din mecanica relativista: s admitem exis-
tenta unui timp propriu si a unor etaloane de lungime proprii fiecarui sistem
de referinta inertial. Atunci:

ax’ = x — vt. (6.42)

Conform postulatului intai al relativitatii, expresia matematica a ecuatiei
care descrie migcarea sistemului trebuie sa fie aceeasi in ambele sisteme de
referinta inertiale. Deci, invarianta legii de migcare conduce la:

ar =z’ + ot (6.43)

deoarece din sistemul 3’ se vede ci sistemul ¥ se deplaseazi cu viteza (—v).
Inlocuim pe 2’ din (6.43) in (6.42) si apoi il aflim pe at’:
alar —vt') = z—vt= (6.44)
(@®> =1z = avt' —vt= (6.45)
at = (a2—-1)= +t. (6.46)
v
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Impartind ecuatiile (6.46) si (6.42) se obtine:

oz’ x — vt

= — = 6.47

at’ (> =1)2 +1t (6.47)
x x/t—v

B 6.48

v (> =1)Z+1 (6.48)

Deoarece raportul dintre distanta si timp reprezinta o viteza, se poate
scrie:
Uy — U

Daca consideram drept fenomen analizat propagarea unui semnal lumi-
nos, atunci conform postulatului al doilea, viteza de propagare este aceeagi
in ambele sisteme si este egala cu c:

Uy = ul = c. (6.50)

Ca urmare din relatia (6.49) rezulta:

cC—v
2
a = 41— %2 (6.52)

Transformarile lui Lorentz directe (pentru misuratorile in sistemul fix)
devin:

r = — (6.53)
—a

= v (6.54

z = 2 (6.55)
t/+£/

t = ol (6.56)
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iar transformarile Lorentz inverse (pentru masuratorile in sistemul mobil):

p T — vt
r = ——
/1 v
02
/ )
y - y7
7 = z
t— 2z
t = B
S
c2

(6.57)

(6.58)
(6.59)

(6.60)

Transformarile lui Lorentz stabilesc legatura dintre coordonatele spatiale
si cele temporale in aga fel incat forma ecuatiilor fizice sa ramana aceeasi in
toate sistemele de referinta inertiale iar viteza de propagare a luminii sa fie
aceeasi in orice sistem de referinta inertial. Transformarile Lorentz directe

se pot scrie si sub forma matriceala:

1 v
0 0
x 1-2 -2 x’
y _ 0 1 00 Yy’
z 0 10 2
t e g0 A ¢
Vi-% -2

6.4 Consecinte ale transform3rilor Lorentz

6.4.1 Dilatarea duratelor

(6.61)

Sa consideram un sistem fizic oarecare, de exemplu migcare unui punct
material pe o traiectorie oarecare (Fig.6.2 ). In sistemul X coordonatele in-
tersectiei traiectoriei cu axa Ox sunt x1(t;) si x2(ts)iar in sistemul X' sunt

@ () i @y (t5).
Durata dintre cele doud intersectii'?, masurata in X este:

At =ty — 1,
iar durata masuratd in X' :

At =t —t.

2evenimente produse in anumite locuri la anumite momente de timp

(6.62)

(6.63)
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Figura 6.2:
Folosind (6.60) se obtjine:
fo — L bo— v
N (6.64)
) e
tQ — tl V T9 — X1
_ — -2 == (6.65)
At v Az
_ — - (6.66)

Ca urmare, durata dintre doua evenimente din
timp, pozitie si de viteza de deplasare a sistemului.
Se pot face urmatoarele observatii:

sistemul Y’ depinde de

1. dacd evenimentele sunt simultane in ¥ (adica se produc la acelagi mo-

ment de timp), atunci:

A
=ty = At = -2 27

cz 1 _ 2
C2

0. (6.67)

Rezultd ca evenimentele nu mai sunt simultane in sistemul aflat in
miscare. Ca urmare, notiunea de simultaneitate este relativa.
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2. daca evenimentele se produc in acelasi loc in X :

At
Tl = Tog = At = —— > 0. (668)

02

c2

Durata masurata in sistemul aflat in miscare este mai mare decat cea
masuratd in sistemul aflat in repaus. Acest fenomen se numeste di-
latarea duratelor.

3. dacd se studiazd un fenomen periodic, cu perioada T (in ) gi 7" (in

¥') avem:

T
T=—">T (6.69)

02

T2
Durata 7', masuratd in raport cu sistemul fatd de care sistemul este
presupus a fi legat se numeste perioada (durata) proprie. Dupd cum se
constata, durata proprie este cea mai mica:

T=T1-—. (6.70)

Ca exemplu al acestui efect, se poate considera dezintegrarea mezonilor
7. Degi au un timp de viata foarte scurt si se dezintegreaza in atmosfera
terestra inainte de a ajunge pe Pamant, totusi ei sunt detectati de in-
strumentele de masura din laborator, datorita fenomenului de dilatare
a timpului.

6.4.2 Contractia lungimilor

Sa consideram ca lungimea unei distante!® masurate in 3 (vezi Fig.6.3)
este:
= To — X7. (671)

In sistemul ¥’ aceeasi distantd va avea lungimea:

/

I'=af, — . (6.72)

13de exemplu, rigle
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Figura 6.3

13

Pentru ca masuritorile din >’ si indice in mod corect lungimea, citirile co-
ordonatelor corespunzitoare capetelor trebuie facute in mod simultan. Ca

urmare:
Iy
¢ =1t

Folosind ecuatia Lorentz (6.60) se obtine:

v v
lo— 3% li—ax
v2 o v2
T2 T2
v v
C C

Lungimea masurata in ¥’ va fi, conform ecuatiei Lorentz (6.57):

Ty — Utg r1 — ’Utl
l/ — > =
v

\/1—%;—\/1_?2

To — X1 . U(tg — tl)

/
l = =

c? c?

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)
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A

y
)

/ v X
zZ Z’
Figura 6.4:
Ca urmare:
[ v? [ / v2
, —_ —_
' = =~ 2 v2—l 1—6—2>0, (6.78)
T2 2
adica
U<l

Lungimile masurate intr-un sistem de referinta aflat in migcare sunt mai mici
decat cele din sistemul aflat in repaus. Rezultatul exprimat de aceasta relatie
este cunoscut sub numele de contractia lungimilor.

6.4.3 Dependenta masei de viteza

Sa consideram, in cele ce urmeaza, ca traiectoria unui mobil este un cerc
situat intr-un plan paralel cu yOz (Fig.6.4).

Migcarea pe o traiectorie circulara este rezultatul actiunii unei forte de
tip centripet. Pentru astfel de miscari, forta este coliniard cu vectorul de
pozitie si ca urmare, momentul unghiular este constant.

. dp  d dJ

w F pu— ~ _— = — _’ = — = .

7 X R dt(rxﬁ) 7 0= (6.79)
J = const. (6.80)
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Conform postulatului teoriei relativitdtii restranse, expresia matematica
a acestei marimi este invarianta. Acceptand o aceeasi expresie matematica
in ambele sisteme de referinta, se poate scrie:

J = J= (6.81)

rmv = r'm'v = (6.82)

rPmw = rm'y = (6.83)

V2 + 22mw = (y?+22mW = (6.84)
2 2

y:+ zzm% = Vy?+ z’zm'% (6.85)

Folosind ecuatiile lui Lorentz si expresia perioadei in sistemul ¥’ rezulti:

T’
/
m mos (6.86)
m
m = T (6.87)

Daca notam masa de repaus cu m = my, se obtine dependenta masei de

viteza: m
m = = (6.88)

c2

6.4.4 Transformarea vitezelor in teoria relativitatii

Consideram un fenomen care se desfagsoara cu vitezele ug, u,,u,in sis-

temul Ysi ), uy, v’ in sistemul 3'. Conform definitiei vitezelor:

d dz’
= = (6.89)

ua}_aaum_ dt,a

Folosind relatiile lui Lorentz (6.53) si (6.56) pe care le diferentiem, se

obtine:
dr' +odt!  \J1-5
T +v 2 (690)

| _ 2 dt + Sdy

d / dt/ /
A (6.91)
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In mod analog se procedeazi pentru celelalte dous componente:

dy _dyyl=a uyl-w (6.92)

dt dt’ + Sda’ - 1+ Su, ’

dz/\/1— 2 uly/ —
v, = < _ c (6.93)

'U/y:

dit' + Sda’ 1+ Su),

Problema compunerii vitezelor poate fi analizata si invers, din sistemul
de referinta aflat in migcare. Deoarece din acest sistem se vede deplasarea
celuilalt cu viteza v orientata in sens opus, rezultatele gasite raman valabile
in conditiile in care inlocuim pe vcu —o.

Relatiile inverse de transformare ale vitezei sunt:

W, = 71“j :Z : (6.94)
/ Uy - %z

= - 6.95

uy 1 _ C%um ) ( )

‘ uy/1 = s 6.96

uy - 1 — C%ux : ( . )

ul, = c, (6.97)

rezulta ci viteza luminii masurata in sistemul aflat in miscare este conform
(6.91) si in acord cu postulatul al doilea al teoriei relativititii restranse:
c+v

o —c 6.98
Y 1+ ¢ ¢ ( )

Spre amuzament, putem spune ca in teoria relativitatii, 1+1=1!

6.5 Forta in teoria relativitatii

Sa vedem acum in ce mod trebuie interpretatd ecuatia fundamentala a
migcarii pentru a fi invarianta la transformarile Lorentz. Pornim de la expre-
sia:

= dp  d(mv)
F="2X_—
dt dt -’

(6.99)
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care este valabila in ambele teorii. Impulsul, raméane definit ca produs intre
masa si viteza, doar ca, trebuie sa avem in vedere dependenta masei de viteza:

mo
o2
V- &2

Daca asupra unui corp actioneaza un timp indelungat o fortd constanta, in
mecanica clasica se considera ca acest fapt conduce la cregterea vitezei la
valori oricat de mari (chiar mai mari decat viteza luminii!), lucru interzis
de postulatul al doilea al relativitatii. Este corect sa admitem ca acel corp
castiga tmpuls i nu viteza! Pe masurd ce viteza cregte, creste si masa de
migcare si, atunci cand v = ¢ masa este, din punct de vedere teoretic, infinita.
Din acel moment corpul nu mai simte efectul accelerarii. Asadar, oricate
resurse de energie ar avea un accelerator de particule, nu ne ajuta la obtinerea
de viteze superioare luminii.

In continuare, vom exprima forta cu ajutorul a doud componente care
rezultd prin derivarea in raport cu timpul a impulsului:

—

(6.100)

- dm dv
F = 79— — 101
G +mdt (6.101)
_,d myo mo d’t_)'
= U— —. 6.102
‘a\ oz ) T i (6.102)

Sa calculam expresia fortei folosind urmatorul procedeu:
A. consideram, vartafia vitezei doar ca marime:

e Variatia vitezei ca marime va determina componenta longitudinala a

fortei:
= d mo d’Ut
Fy = Uy— | —— +m—2 (6.103)
dt /1 — %; dt
Lo/ v mg dti, my  diy
= (2= 6.104
Vtg <2> ( 02) (1 _ %>3/2 dt + 1 % dt ( )
[ v? mo mo -I d,
= L<02> (1 %>3/2 + \/QJ il = (6.105)
. mo dﬁtg —; my dﬁtg (6 106)
— g )
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Figura 6.5: Forta, in teoria relativititii nu este coliniara cu acceleratia.

Marimea notata m; si definita ca:
Mo

e
(1-%)

c2

m; =

(6.107)

se numeste masa longitudinala. Ea este determinata de variatia vitezei doar
ca marime.

B. consideram, variatia vitezer doar ca orientare:

e Variatia vitezei ca orientare determina componenta normala a fortei. In
aceastd situatie, v = const. si prima derivatd din (6.102) se anuleaza,

asa ca:
. i,
F,= 20 S (6.108)
1— v dt
Sumand vectorial cele doud componente (6.106) si (6.108), se obtine:
n n - o dv, o d_’n
F=Fy,+F=—" Ug Mo OV (6.109)

(P img @

Dupa cum se constata din aceasta relatie, cele doua variatii de viteza
(componente ale acceleratiei) sunt inmultite cu cantitdti diferite, de aceea
forta in teoria relativitatii nu mai este coliniara cu acceleratia:
dvy,  du,
dt dt

[lustrarea acestei observatii este data in Fig.6.5.

a = Qg+ ap =

(6.110)
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6.6 Energia relativistd

6.6.1 Relatia lui Einstein

Conform definitiei, lucrul mecanic elementar efectuat de forta F la de-
plasarea pe distanta elementara dr’ este:

dL = F -di = L. di = dp - v. (6.111)

(6.112)

Lucrul mecanic total se obtine prin integrarea relatiei (6.111) intre doua
puncte de pe traiectorie. Folosind faptul ca dz -y = d(zy) — z - dy, se obtine:

B B B
L = /dL:/F-df:/d*-v: (6.113)
A A A
" motdi
= 703 —/70 = = (6.114)
A T2
mo Uy B met
= o B —/702d17. (6.115)

Integrala se calculeaza ugor daca se foloseste rezultatul urmator:

1
v2 1 p2\ 27! 2v

2\ "2
— —(1—“) vdv (6.117)

—»d—» 2
L —02d< 1- ”> . (6.118)

02
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Ca urmare, lucrul mecanic devine:

2 2
mov v
2
= 0 2y <1 - U2> 5= X158 (6.120)
- : -7
2 2
mocC mocC
= — - - (6.121)
Vi-E i
= m(vg)c® —m(va)c® = E(B) — E(A) = AE. (6.122)
Marimea notata:
2
E= (6.123)
-5

se numeste energie relativista a corpului cu masa de repaus mg si viteza de
deplasare v.
Relatia:
AE = Amc® (6.124)

este cunoscuta sub numele de relatia [ui Einstein dintre masa si energie.
Oricarei variatii de masa ii corespunde o variatie de energie si
invers, oricirei variatii de energie ii corespunde o variatie de masa.
Verificarea acestei relatii de echivalenti'* se face prin toate experimentele
din fizica particulelor elementare. De exemplu:

e reactii dintre particule st antiparticule; in cazul reactiei de anihilare
dintre un electron si un pozitron'®, aflati fiecare in repaus, rezulta doi
fotoni v cu energia fieciruia egald cu moc?.

1 De regula, variatiile energiei determinate in mod practic corespund unor variatii foarte
mici ale masei. De exemplu, pentru 20 kilotone de trinitrotoluen (TNT) dintr-o bomba
atomicd, variatia depistatd a masei constituentilor care intra si care rezultd din reactie
este de circalg.

YBpozitronul este antiparticula electronului. Antiparticulele sunt, in general, particule
elementare care apar in reactii energetice i au proprietiti (electrice, magnetice, etc.)
definite de o simetrie specificd (in oglindd). De obicei, particulele gi antiparticulele apar
si dispar in pereche.
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e defectul de masa; daca se adund masele constituentilor unui nucleu
si se compara cu valoarea masurata a masei nucleului se constata ca
aceasta din urma este mai mica. Diferenta este regasita sub forma de
energie de legatura a nucleului, cea care este responsabila de stabilitatea
sistemului. De exemplu, nucleul de He (format din 2 protoni cu masele
M, si 2 neutroni cu masele M,) are E = Myc? = 3727, 44MeV iar
2M,c* + 2M,,¢* = 3755,44MeV. Diferenta AE = 28MeV reprezinta
energia de legatura a nucleului.

In cazul deplasarilor cu viteze mult mai mici decat viteza luminii, v << c,
relatia se poate aproxima sub forma:

102 1
E = mc* =~ myc? (1—}—2;}2—1—...) :m002+§mv2+... (6.125)

Termenul moc? se numeste energie relativisti de repaus iar %mv2 - energie
cinetica corespunzatoare vitezei v.

Diferenta dintre energia relativista de migcare i energia de repaus de-
fineste energia cinetica relativista:

E, = mc* — moc® (6.126)

6.6.2 Legdtura dintre energie si impuls

Sa introducem impulsul p = mv in expresia energiei relativiste:

2 2 2

p=—ef o M€ Tl (6.127)
Vi—g Vw1
Aranjand termenii in aceasta relatie, se poate scrie:
2 P’ 2 4
E <1_m262> = myc = (6.128)
2 s D 2 4
E*—F = MC (6.129)
Deoarece
E = mc?, (6.130)

se obtine relatia dintre impuls si energie sub forma:

E? — p*c® = m2ch. (6.131)
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A
ct

(1) (2)

€)

Figura 6.6: Interpretarea geometrica a transformarilor Lorentz

6.7 Universul Minkowski

Transformarile Lorentz descriu legatura dintre momentul gi locul des-
fagurarii oricarui fenomen. Ne putem imagina, un univers spatiu-timp, cu
trei dimensiuni de tip spatial si una de tip temporal in care ar putea fi anal-
izate mai direct fenomenele relativiste.

S& agezdm pe axa orizontala spatiul (in cazul translatiei de-a lungul axei
Ox vom lua doar coordonata care se modifica, x) iar pe axa verticala - can-
titatea ct'® (numitd coordonata spatiald).

Orice punct din universul spatiu-timp reprezinta un eveniment. Tota-
litatea punctelor care descriu evolutia unui eveniment defineste o linie de
UNIVETS.

In Fig.6.6 sunt ilustrate tipuri de traiectorii in diagramele spatiu-timp: (1)
pentru particula in repaus pozitia ramane neschimbata in timp deci linia de
univers este o linie verticald; (2) pentru migcare rectilinie gi uniforma viteza,
reprezentata de panta dreptei, este constanta de aceea linia de univers este
o dreapta inclinatd; (3) o miscare acceleratd are panta variabild in fiecare
punct si ca urmare traiectoria este o curbd (de exemplu, in cazul de fata,
migcarea este la inceput rapida gi apoi lenta).

Linia de univers corespunzatoare propagarii unui semnal luminos este
reprezentatd de dreapta marcati cu v = c. Ea este orientats la 45° fatd de
cele doua axe.

16 Aceasts combinatie se alege din considerente de omogenizare a dimensiunilor.
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ct1

\/

3)

Figura 6.7: Conul Minkowski din vecinatatea originii. Zona permisa este cea din
interiorul conului luminos.

Distanta dintre doud evenimente: de exemplu cel de coordonate (0, 0) (pro-
dus in origine) si cel de coordonate (ct,x) este datd de marimea:

s* = x* — AP (6.132)

Aceasta distanta se numeste metrica spafiului. Ea este invarianta la trans-
fomarile Lorentz.

Diagramele spatiu-timp, numite si diagrame Minkowski ne permit obser-
vatii intuitive asupra modului in care se modifica elementele cinematice ale
migcarii in diferite sisteme de referinta.

Deoarece ne putem imagina ca pe axa distantelor am putea reprezenta
toate cele trei dimensiuni, s? are semnificatia patratului unui interval definit
int-un spatiu cu 4 - dimensiuni. Din acest motiv sse numeste cuadrivector
interval. Metrica care defineste aceasta distanta este diferita de cea dintr-un
spatiu normal, cu trei dimensiuni (metrica euclidiana) prin faptul ca apare
semnul minus in fata patratului unei componente. De aceea, geometria unui
astfel de spatiu este una diferita de cea cu care suntem obignuiti.

In Fig.6.7 este reprezentat conul Minkowski din vecindtatea originii. Deoarece
toate fenomenele se produc cu viteze mai mici decat viteza luminii, singura
zona permisa este cea din interiorul conului luminos. Regiunea 3 este in-
terzisa, deoarece strabaterea ei ar necesita propagarea cu viteze mai mari



24 CAPITOLUL 6. NOTIUNI DE RELATIVITATE RESTRANSA

decat viteza luminii! Zona din interiorul conului se imparte in doua regiuni,
analizate in cele ce urmeaza:

e Fie un eveniment situat intr-un punct in spatiul corespunzator lui
x = 0, situat in partea negativid a axei temporale. Deoarece acesta
se produce la un moment de timp anterior prezentului (considerat la
t = 0). acest eveniment poate influenta desfagurarea evenimentului din
origine. Regiunea 1 corespunde trecutulus absolut.

e Fie un eveniment situat intr-un punct in spatiul corespunzator lui
xr = 0, situat in partea pozitivi a axei temporale. Deoarece acesta
se produce la un moment de timp ulterior prezentului (considerat la
t = 0), acest eveniment poate fi influentat de desfigurarea evenimen-
tului din origine. Regiunea 2 corespunde wistorului absolut.

6.7.1 Cuadrivectori

Din experienta nostra de pana acum, stim ca x,y, z reprezinta cele trei
componente carteziene ale unui spatiu 3-dimensional. Daca mai adaugam
o componentd, de dimensiune ¢t (numitd componentd temporald), marim
dimensiunea spatiului la 4. In acest spatiu, care nu mai este unul intu-
itivl?, vom lucra cu vectori cu 4-dimensiuni, numiti si cuadrivectori. Din
cele discutate pana acum, ei sunt invarianti la transformarile Lorentz. Vom
not acuadrivectorii prin simbolul x;,7 = 1,4. Algebra pe care o vom folosi
seamana in mare parte cu cea stiuta, doar ca, in acest caz, metrica este data
de relatia:

2 =22+ + 22— At (6.133)

Pentru simplificarea scrierii, vom adopta urmatoarele conventii de notatii:
8 = — (6.134)

Vo= (6.135)

"suntem prizonieri ai spatiului 3D!
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Cuadrivectorul de pozitie

Cuadrivectorul de pozitie corespunde unui vector in diagrama spatiu-timp
care are originea in originea sistemului iar varful in punctul in corespunzator
evenimentului studiat. Ca urmare, coordonatele cuadrivectorului de pozitie
sunt:

T1=T,To =Y, T3 = 2,14 = ct. (6.136)

Legatura dintre coordonatele vectorului de pozitie dintr-un sistem fix gi unul
care se depaseaza cu viteza constanta v este data de transformarile Lorentz:

z1 = (2} + Bal; (6.137)
Ty = Tg; (6.138)
r3 = T3; (6.139)
vy = (@) + pay), (6.140)
Sub forma matriceald se poate scrie:
x v 0 0 pBy x
Y B 0 100 Y
> =10 001 2| (6.141)
ct Gy 0 0 v ct’
sau:
unde A;; este matricea transformarii:
v 00 By
0 100
Ai=1 0 001
Gy 0 0 v
In mod evident, transformarea inversd este descrisi de ecuatiile:
zy = (T — Bra); (6.143)
Ty = X (6.144)
Ty = I3; (6.145)
wy = (x4 — Pr). (6.146)
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Cuadrivectorul interval

Consideram ca orice modificare a coordonatelor unui eveniment din sis-
temul fix (Az;,i = 1,4) este echivalentd cu o modificare a coordonatei co-
respunzatoare masuratd in sistemul mobil (Azf,i = 1,4). Acest lucru este
realizat prin calibrarea ceasurilor in cele dous sisteme!®.

Cuadrivectorul interval corespunde distantei dintr-un spatiu cu 4 dimen-
siuni dintre doud evenimente oarecare. Valoarea infinitezimald a acestuia (in
cazul in care evenimentele sunt foarte putin depéartate unul de altul) este:

ds® = dz® + dy* + dz* — *dt*. (6.147)

Cuadrivectorul vitez3

Cuadrivectorul viteza este definit ca variatia cuadrivectorului de pozitie
in unitatea de timp propriu'® (dr):

— =14 (6.148)

Deoarece durata proprie este cea mai scurtd, adicd conform cu (6.69)

U2
dr = dty|1 - —, (6.149)
C

cuadrivectorul vitezd devine:

S 1
@ dt (6.150)
c2

U; =

18Calibrarea corespunde fixarii momentelor de timp in care un semnal (de exemplu
lumina) stribate distante egale misurate de-a lungul unei drepte.

YReamintim faptul ci timpul propriu este m#surat cu un ceasornic care se deplaseazi
odati cu corpul, adicia de observatorul in raport cu care corpul este in repaus.



6.7. UNIVERSUL MINKOWSKI 27

Folosind notatia v, = \/17, se poate scrie:

2

-2
1 dlL’l

U = —F—— = YUy, (6.151)
1— %j dt
1 dl’g

Uy = 71 = %; = Tty (6.152)
1 dZL'3

U3 = —F————— = VuUs; (6.153)
1— Tg dt
1 dl’4

Uy 1_%; dt Tu€ ( )

unde (uy, u,, u;) sunt componentele carteziene obignuite ale vectorului viteza
é . . . o
w . Deci, cuadrivectorul viteza este:

Ui = (Vullzs Yullys Yulzs YuC)s (6.155)

sau
u; = v (W, C).

Cuadrivectorul acceleratie

Cuadrivectorul acceleratie se definegte ca variatia cuadrivectorului viteza
in raport cu intervalul de timp propriu:

dr i (6-156)

Q;

Cuadrivectorul impuls-energie

Prin definitie, cuadrivectorul impuls este produsul dintre masa de repaus
(deoarece se definegte in sistemul fatd de care corpul este in repaus) si
cuadrivectorul viteza:

pi = Mot = (MoYu U, Mo7uC). (6.157)
Deoarece masa de miscare este:

m = moYu, (6.158)
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folosind expresia energiei relativiste £ = mc?,cuadrivectorul impuls se scrie

ca:
E E
pi = <m7,> _ (7, ) | (6.159)
C C

Se observa ca cea de-a patra componenta este proportionala cu energia.
Din acest motiv, acest cuadrivector se numeste cuadrivector impuls-energie.

Cuadrivectorul forts - putere

Cuadrivectorul fortd se definegte ca derivata in raport cu timpul propriu
a cuadrivectorulut impuls:

dp; dp;

F;, = = Yu—r 6.160
dr "t (6.160)
Avand in vedere modul in care a fost definit impulsul, se obtine:
dp dm
Fo=n, [ £ 20 161
7 <dt ¢ dt) (6.161)

Puterea este definita ca lucrul mecanic efectuat in unitatea de timp:

AL Fedr (i dmy (6.162)
- ar T\ My T ) '

Inlocuind derivata in raport cu timpul a masei:

dﬂ i( )_ (_1) 1_&2 s _@) @ (6163)
ar g T Ty 2 )t W

- — 2 -
U odu vy _du

_ u e 164
(moy) 57° - = Gmit— (6.164)
se obtine:
u?\ _di dit dm
P=m(1++*= )i~ =v*mi— = *—. :
m< + c2>udt ymi— = (6.165)

Ca urmare, marimea componentei a patra a cuadrivectorului forta, core-
spunde puterii mecanice. Ea se poate scrie ca:
dm P F-u
cC— = — = :
dt c c
Componentele cuadrivectorului forta-putere sunt:

dp F-@
F =7 <df“> . (6.167)

(6.166)

C



