
Capitolul 4

Dinamica sistemelor discrete de particule

În capitolele anterioare am recurs, din motive de simplitate, la modelul
punctului material. Corpurile din viaµa real  pot � aproximate, într-o m -
sur  mai mare sau mai mic , ca �ind puncte materiale. Modele mai apropiate
de realitate ar � acelea în care corpurile reale sunt aproximate prin sisteme
de puncte materiale. Acestea pot � formate dintr-un num r �nit de puncte
- a³a-numitele sisteme discrete de puncte - sau pot conµine, chiar in orice
volum elementar, un num r enorm de particule - a³a-numite sisteme cu dis-
tribuµie continu  de mas , pe scurt, medii continue. Din categoria sistemelor
discrete de puncte, putem aminti, ca exemple, atomii sau moleculele unui
gaz, electronii din interiorul atomului1, sau planetele sistemului solar. Dintre
exemplele cele mai cunoscute de sisteme continue, vom aminti modelul de
�uid, sau cel de corp solid. Pentru a se menµine ca o entitate stabil , între
constituenµii unui astfel de sistem, sau între ace³tia ³i corpurile exterioare,
trebuie s  se exercite forµe de atracµie sau forµe de leg tur .

Deoarece, într-un fel sau altul, orice sistem este alc tuit dintr-un ansam-
blu de corpuri ce pot � considerate puncte materiale, m rimile caracteristice
sistemelor de particule se exprim  ca o sum  de m rimi speci�ce punctu-
lui material. Evident, aceast  sum  va � una algebric , în cazul m rimilor
scalare ³i una vectorial , în cazul m rimilor vectoriale. Trebuie menµionat
c , în cazul sistemelor de puncte materiale, apar ³i o serie de m rimi noi,
care nu se pot de�ni în cazul unui punct material (cum ar � temperatura,
densitatea, concentraµia, etc.).

1în limitele modelului planetar al atomului

1
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Figura 4.1: Sistem de puncte materiale

În acest capitol vom studia legile mecanicii sistemelor discrete de puncte
materiale, pe baza cuno³tinµelor acumulate în studiul mi³c rii punctului ma-
terial.

4.1 M rimi caracteristice sistemelor de particule
S  consider m un sistem alc tuit dintr-un num r N de particule de mase

mi (Fig.4.1). Întrucât masa este o m rime scalar , masa sistemului va �
egal  cu suma (algebric ) a maselor particulelor sistemului:

m =
NX

i=1

mi. (4.1)

Dac  not m cu ~vi vitezele �ec rui punct material constituent al sistemu-
lui, se poate de�ni impulsul sistemului ca suma (vectorial ) a impulsurilor
�ec rui punct material:

~p =
NX

i=1

mi~vi =
NX

i=1

~pi. (4.2)

În cazul sistemelor de puncte materiale, exist  dou  categorii distincte de
forµe: forµe interne ³i forµe externe. Forµele de interacµiune dintre perechile
de particulele constituente ale sistemului se numesc forµe interne. Forµele de
interacµiune dintre particulele sistemului ³i alte corpuri din exteriorul acestuia
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Figura 4.2: Dou  sisteme de puncte materiale a�ate în interacµiune.

se numesc forµe externe. Rezultanta forµelor interne este nul :

NX
i=1

~F int
i =

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

~Fij =
1

2

NX
i=1

NX
j=1
j 6=i

(~Fij + ~Fji) =
⇀

F
int

= 0, (4.3)

întrucât, conform principiului acµiunii ³i reacµiunii, acµiunea exercitat  de
punctul material i asupra punctului j din sistem este egal  în modul ³i opus 
ca sens cu reacµiunea exercitat  de punctul j asupra lui i:

~Fij = −~Fji. (4.4)

A³adar:
Rezultanta forµelor interne unui sistem de puncte materiale este nul .
S  consider m, în cele ce urmeaz , c  asupra sistemului acµioneaz  un alt

sistem (exterior), format din N ′ corpuri. Forµa total  (extern ) ce acµioneaz 
asupra sistemului de N particule va �:

NX
i=1

~F ext
i =

NX
i=1

N ′X
k=1

~F e
ik =

⇀

F
ext

. (4.5)

Având în vedere ³i ecuaµia (4.3), rezult  c :
Forµa rezultant  ce acµioneaz  asupra unui sistem de puncte materiale

este egal  cu suma forµelor de interacµiune dintre componentele sistemului ³i
corpurile exterioare acestuia.
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~F =
NX

i=1

~Fi =
⇀

F
int

+
⇀

F
ext

=
NX

i=1

N ′X
k=1

~F e
ik. (4.6)

4.2 Centrul de mas . Propriet µile centrului de mas .
Noµiunea de centru de mas  a fost deja introdus  la studiul problemei

celor dou  corpuri. Vom generaliza aceast  de�niµie pentru cazul unui sistem
de N particule caracterizate de vectorii de poziµie ~ri.

Centrul de mas  al unui sistem de puncte materiale este un punct geo-
metric reprezentativ pentru sistem, de�nit prin vectorul de poziµie:

~rCM =

NP
i=1

mi~ri

NP
i=1

mi

=
1

m

NX
i=1

mi~ri, (4.7)

unde m reprezint  masa sistemului.
Derivând relaµia (4.7) în raport cu timpul, se obµine viteza centrului de

mas :

~vCM = ~̇rCM =

NP
i=1

mi̇~ri

NP
i=1

mi

=
1

m

NX
i=1

mi~vi. (4.8)

Se observ  c  produsul:

m~vCM =
NX

i=1

mi~vi (4.9)

reprezint  impulsul sistemului. Prin urmare, impulsul centrului de mas  este
egal cu impulsul sistemului, centrul de mas  �ind un punct reprezentativ al
acestuia.

Derivând înc  o dat  în raport cu timpul relaµia (4.7) se obµine acceleraµia
centrului de mas :

~aCM = ~̇vCM =

nP
i=1

mi~̇vi

NP
i=1

mi

=
1

m

NX
i=1

~̇pi. (4.10)
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Relaµia poate � rescris  sub forma:

m~aCM =
NX

i=1

d~pi

dt
=

NX
i=1

~Fi = ~F ext. (4.11)

Deci, acceleraµia pe care o are centrul de mas  este aceea³i cu acceleraµia
pe care ar c p ta-o un corp punctiform, de mas  egal  cu masa sistemului,
sub acµiunea unei forµe egal  cu ~F ext. Aceast  observaµie permite simpli-
�carea studiului dinamicii unui sistem de corpuri, în sensul c , mai întâi
se determin  caracteristicile mi³c rii centrului de mas  sub acµiunea forµei
rezultante ³i ulterior se determin  mi³carea �ec rei componente a sistemului
în raport cu centrul de mas .

4.3 Legea conserv rii impulsului
Ecuaµia (4.11) conduce direct la legea conserv rii impulsului unui sistem

de puncte izolate de exterior. Întrucât, în cazul unui sistem izolat, ~F ext = 0:

~aCM = 0 ⇒ ~p =
NX

i=1

~pi = ~const., (4.12)

ceea ce reprezint  formularea matematic  a legii conserv rii impulsului sis-
temului:

Impulsul unui sistem izolat de puncte materiale se conserv .
A³a cum s-a constatat în cazul problemei celor dou  corpuri, uneori este

mai simpl  analiza mi³c rii sistemelor de puncte materiale în raport cu sis-
temul centrului de mas  (SCM), urmând ca revenirea la sistemul laboratoru-
lui (SL) s  se fac  doar în �nal, pentru a se compara rezultatele obµinute cu
experimentul.

În cazul în care asupra sistemului nu acµioneaz  forµe exterioare, SCM
este inerµial. Vectorul de poziµie al unui corp oarecare din sistem poate �
scris ca:

~ri = ~rCM + (~ri)SCM . (4.13)
Derivând relaµia în raport cu timpul, rezult  c  viteza �ec rui corp depinde
de sistemul de referinµ  în care aceasta a fost de�nit :

~vi = ~vCM + (~vi)SCM . (4.14)
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4.4 Legea conserv rii energiei
S  calcul m lucrul mecanic efectuat de forµele interne ³i externe care

acµioneaz  asupra particule i a sistemului, pentru a o deplasa între punctele
caracterizate de vectorii de poziµie ~r1 ³i ~r2.

Lint
i + Lext

i =

r2Z
r1

(~F int
i + ~F ext

i )d~ri =

r2Z
r1

d~pi

dt
d~ri = (4.15)

=

v2Z
v1

d

dt

�
1

2
miv

2
i

�
=

1

2
miv

2
i (t)−

1

2
miv

2
i (0), (4.16)

adic :
Lint + Lext = Ec(t)− Ec(0), (4.17)

unde:

Lint =
NX

i=1

Lint
i ; Lext =

NX
i=1

Lext
i ; (4.18)

Ec(t) =
NX

i=1

1

2
miv

2
i (t), Ec(0) =

NX
i=1

1

2
miv

2
i (0). (4.19)

Se observ  c  la variaµia energiei cinetice a sistemului contribuie atât forµele
interne cât ³i cele externe. În cazul în care forµele care acµioneaz  asupra
sistemului sunt conservative, atunci se pot de�ni energiile potenµiale core-
spunz toare acestora.

Lint + Lext = −(Eint
p (t)− Eint

p (0))− (Eext
p (t)− Eext

p (0)). (4.20)

Folosind ecuaµiile (4.17) ³i (4.20) se ajunge la legea conserv rii energiei
totale:

Ec(t) + E int
p (t) + Eext

p (t) = Ec(0) + Eint
p (0) + Eext

p (0) = const. (4.21)

În cazul unui sistem izolat, Lext = 0 ³i ca urmare se obµine legea con-
serv rii energiei mecanice:

Ec(t) + Eint
p (t) = Ec(0) + Eint

p (0) = const. (4.22)
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Energia potential , în cazul unui sistem de corpuri între care se manifest 
forµe de interacµiune gravitaµional , depinde doar de distanµa relativ  dintre
corpuri ³i nu depinde de sistemul de referinµ  ales pentru studiul mi³c rii:

Eint
p =

1

2

NX
i,j=1
i6=j

Eij
p (|~ri − ~rj|). (4.23)

Factorul 1/2 este necesar pentru a elimina sumarea de dou  ori a aceluia³i
termen, iar:

Eij
p = −γ

mimj

|~ri − ~rj| . (4.24)

Singurul termen care depinde de sistemul de referinµ  ales pentru studiul
mi³c rii este energia cinetic . Având în vedere relaµia (4.14), energia cinetic 
de�nit  în SL este:

Ec =
1

2

NX
i=1

mi[(~vi)
2
SCM + 2(~vi)SCM~vCM + v2

CM ] (4.25)

=
1

2

NX
i=1

mi(~vi)
2
SCM + ~vCM

NX
i=1

mi(~vi)SCM +
1

2
~vCM

NX
i=1

mi (4.26)

=
NX

i=1

1

2
mi(~vi)

2
SCM +

1

2
m~vCM

= (Ec)SCM +
1

2
m~vCM . (4.27)

Deoarece impulsul centrului de mas  m surat în raport cu centrul de
mas  este nul, rezult :

NX
i=1

mi(~vi)SCM = m(~vCM)SCM = 0. (4.28)

În concluzie, energia cinetic  a unui sistem, m surat  în raport cu SL, este
egal  cu energia cinetic  m surat  în SCM (numit  energie cinetic  intern )
la care se adaug  energia cinetic  de translaµie a CM (numit  energie cinetic 
orbital ).

Energia intern  este:

Eint = (Ec)SCM + Eint
p . (4.29)
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Deoarece pentru forµele de tip atractiv energia potenµial  este negativ , ener-
gia intern  a unui sistem poate avea atât valori pozitive cât ³i valori negative,
dup  cum energia cinetic  intern  este mai mic  sau mai mare decât energia
potenµial  intern .

Un sistem se nume³te legat dac  forµele interne îl menµin localizat într-o
regiune �nit  din spaµiu (exemplu sistemul planetar, sistemul atomic, sis-
temul nuclear etc.). Sistemele legate au energie intern  negativ .

Sistemul este stabil atunci când:

Eint = 0. (4.30)

Pentru a desface sistemul în p rµile componente ³i a elibera astfel partic-
ulele din sistem, trebuie s  furniz m acestuia o energie pozitiv  de valoare:

Eleg = −Eint. (4.31)

4.5 Legea conserv rii momentului unghiular
S  calcul m momentul forµei care acµioneaz  asupra punctului material i

din sistem, în raport cu originea O:
~Mi = ~ri × ~Fi. (4.32)

Asupra punctului i acµioneaz  atât forµe din partea celorlalte puncte din
sistem cât ³i forµe din exterior:

~Fi =
NX

i=1

~F int
ij + ~F ext

i . (4.33)

Momentul total al forµelor care acµioneaz  asupra sistemului este dat de
suma vectorial  a momentelor individuale:

~M =
NX

i=1

~Mi =
NX

i=1

NX
j=1

�
~ri × ~F int

ij

�
+

NX
i=1

�
~ri × ~F ext

i

�
. (4.34)

Suma dubl  conµine termeni de tipul:�
~ri × ~F int

ij

�
+
�
~rj × ~F int

ji

�
, (4.35)

care, datorit  faptului c :
~F int

ij = −~F int
ji , (4.36)
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se anuleaz , întrucât conµine produse vectoriale de vectori coliniari:

(~ri − ~rj)× ~F int
ij = ~rji × ~F int

ij = 0. (4.37)

Momentul unghiular total va � determinat doar de forµele exterioare:

~M =
NX

i=1

�
~ri × ~F ext

i

�
. (4.38)

Pe de alt  parte:

~M =
NX

i=1

~ri × d~pi

dt
=

d

dt

NX
i=1

(~ri × ~pi) , (4.39)

din cauza coliniarit µii vectorilor ~vi ³i ~pi (~vi × ~pi = 0). Se obµine:

~M =
d

dt

NX
i=1

~Ji =
d ~J

dt
, (4.40)

unde:
~J =

NX
i=1

~Ji (4.41)

este momentul unghiular total al sistemului de puncte materiale. Aceast 
m rime se conserv , adic  î³i p streaz  neschimbate m rimea, direcµia ³i
sensul:

~J =
−−−→
const. (4.42)

atunci când:

(a) sistemul este izolat adic ,
NP

i=1

~F ext
i = 0;

(b) când asupra sistemului acµioneaz  forµe de tip central, adic  ~ri× ~F ext
i =

0.


