
Capitolul 3

Mi³carea oscilatorie

Una dintre cele mai importante mi³c ri cunoscute în natur  este mi³carea
oscilatorie. O mi³care periodic , ce se reia cu regularitate la intervale egale
de timp, se nume³te mi³care oscilatorie. Ea apare în urma aplic rii unei mici
perturbaµii unui sistem, a�at iniµial în echilibru stabil.

Mi³c ri oscilatorii se întâlnesc în natur  într-o mare diversitate de sisteme
(�zice, chimice, biologice etc). În �zic  sunt cunoscute sisteme oscilante de
natur  ³i dimensiuni spaµiale foarte diferite. Mi³c ri oscilatorii execut , de
exemplu, ionii reµelei cristaline dintr-un solid, dar ³i anumite stele duble. Mi³-
c ri oscilatorii pot � efectuate, în anumite condiµii, de c tre componentele
atomilor sau nucleelor, dar ³i de c tre unele sisteme stelare.

Modele operaµional simple de sisteme oscilante sunt pendulul matematic
³i pendulul elastic. În primul caz este vorba de un corp de mici dimensiuni,
suspendat în câmpul gravitaµional de un �r sau o tij  de mas  neglijabil ,
inextensibil . În al doilea caz este vorba de un corp legat de cap tul unui
resort de mas  neglijabil . Resortul ³i corpul sunt plasate, �e în câmpul
gravitaµional terestru, �e pe un suport orizontal, în absenµa frec rilor.

De³i natura �zic  a oscilatorilor este foarte diferit , exist  o serie de
caracteristici generale ale mi³c rii oscilatorii, care se reg sesc în cazul tu-
turor sistemelor oscilante. A³a cum vom vedea ulterior, folosind un aparat
matematic relativ simplu, se pot de�ni câteva m rimi adimensionale ce ca-
racterizeaz  orice tip de oscilator. Mai mult decât atât, se pot stabili o serie
de analogii între m rimi de natur  diferit , speci�ce unor oscilatori de natur 

1
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Figura 3.1: Un pendul elastic, constituit dintr-un corp de mas  m, cuplat cu un
resort de constant  elastic  k.

diferit 1 ³i se pot scrie direct o serie de rezultate, plecându-se de la oricare
din domeniile în care astfel de sisteme oscilante sunt studiate.

3.1 Oscilaµii liniare libere
S  consider m unul dintre cele mai simple exemple de sisteme mecanice

oscilante, cel al unui corp de mas  m �xat de un perete rigid printr-un re-
sort de constant  elastic  k, în absenµa frec rii (vezi Fig.3.1). Vom nota
deplasarea faµ  de poziµia de echilibru2, la momentul de timp t, cu x(t).
Forµa elastic  ( ~Fe) este singura forµ  necompensat , întrucât greutatea cor-
pului de mas  m (~G) este anulat  de c tre reacµiunea normal  din partea
planului. Aplicând principiul al II-lea al dinamicii, g sim ecuaµia diferenµial 
a mi³c rii:

m
..
x (t) = −kx(t). (3.1)

Semnul minus din expresia forµei indic  faptul c  forµa elastic  dezvoltat  în
resort tinde s  mic³oreze deformaµia resortului. Trecând totul în membrul

1In decursul acestui capitol vom discuta, de exemplu, o analogie mecano-electric , pe
baza c reia se pot de�ni o serie de m rimi noi în mecanic , plecând de la m rimi foarte
cunoscute în electricitate.

2Perturbaµia faµ  de starea de echilibru poate �, în general, o distanµ , un unghi, dar
³i o sarcin  electric  deplasat  într-un circuit, o concentraµie, un potenµial etc.
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stâng al ecuaµiei precedente ³i împ rµind prin m se obµine:
ẍ(t) + ω2

0x(t) = 0. (3.2)
M rimea ω0, de�nit  de relaµia:

ω0 =

Ê
k

m
(3.3)

se nume³te pulsaµia proprie a mi³c rii3. Dup  cum rezult  ³i din modul în
care a fost de�nit , pulsaµia proprie este o m rime speci�c  oscilatorului.
Ea nu depinde de regimul în care acesta se mi³c , �ind un fel de "carte de
identitate" a oric rui oscilator.

O alt  m rime speci�c  mi³c rii oscilatorii este frecvenµa proprie a aces-
tuia, notat  cu ν. Ea reprezint  num rul de oscilaµii complete ce se produc
în interval de 1s. Unitatea de m sur  a frecvenµei este s−1 sau Hertz (Hz).

Pulsaµia ω0 este num rul de oscilaµii complete ce se produc în 2π secunde.
Unitatea de m sur  a pulsaµiei este rad s−1. Între cele dou  m rimi exist 
relaµia:

ω0 = 2πν. (3.4)
Relaµia (3.1) ne permite s  interpret m p tratului pulsaµiei proprii, ca

forµa ce acµioneaz  asupra unit µii de mas , pe unitatea de deplasare, ω2 =
k/m = F/m/x.

Perioada proprie a mi³c rii reprezint  timpul în care are loc o oscilaµie
complet  a sistemului. Expresia ei este:

T0 =
2π

ω0

= 2π

r
m

k
. (3.5)

În cazul micilor oscilaµii, perioada mi³c rii nu depinde de amplitudinea aces-
tora, de aceea se spune c  micile oscilaµii sunt izocrone.

Este foarte u³or de veri�cat c  ecuaµia (3.2) admite o soluµie de forma:
x(t) = A cos ω0t + B sin ω0t. (3.6)

Constantele A ³i B se determin  din condiµiile iniµiale ale elongaµiei ³i,
respectiv, vitezei:

A = x(0), (3.7)
B =

ω0
.
x (0)

. (3.8)

3Uneori, pulsaµia mi³c rii se mai nume³te ³i frecvenµ  unghiular , de³i cele dou  m rimi
difer  printr-un factor de 2π.
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Exist  mai multe modalit µi de exprimare a soluµiei ecuaµiei (3.2). De ex-
emplu, înlocuind constantele A ³i B din ecuaµia (3.6) cu alte dou  constante,
C ³i ϕ, de�nite prin relaµia:

A = C cos ϕ, (3.9)
B = C sin ϕ,

se poate exprima legea de mi³care x(t) sub forma unei singure funcµii armon-
ice, de amplitudine C ³i faz  iniµial  ϕ:

x(t) = C cos(ω0t− ϕ). (3.10)

O a treia posibilitate de exprimare a soluµiei, cea mai comod  din punct de
vedere al calculului matematic, este cea în care se folosesc numere complexe.
Forma funcµiei de variabil  complex  care descrie mi³carea este sugerat  de
constat rile experimentale, care arat  c  atât elongaµia x, cât ³i derivatele
sale de ordinul I ³i ordinul II respect  acela³i tip de dependenµ  temporal .
Evident, o dependenµ  având în expresia sa funcµia exponenµial  ex ar putea
� o soluµie particular  a ecuaµiei diferenµiale (3.2). A³adar, se alege drept
soluµie funcµia:

x(t) = Ceλt. (3.11)
Vom calcula acum derivata a doua a lui x(t) ³i o vom înlocui, împreun  cu
x(t) în ecuaµia (3.2). Se observ  c  ambii termeni din ecuaµia ce se obµine în
urma acestei înlocuiri, au factor comun cantitatea Ceλt, adic  x(t). Cum ne
intereseaz  s  g sim o soluµie ne-banal , Ceλt 6= 0, rezult  ecuaµia algebric :

λ2 + ω2
0 = 0, (3.12)

numit  ecuaµia caracteristic  asociat  ecuaµiei diferenµiale (3.2) . Rezolvarea
ecuaµiei caracteristice ne permite determinarea valorilor constantei λ:

λ1,2 = ±jω0, j =
√−1. (3.13)

Am g sit, a³adar, dou  valori ale lui λ care veri�c  aceast  ecuaµie4. Soluµia
general  a ecuaµiei oscilatorului armonic va � o combinaµie liniar  a celor

4Num rul de soluµii λ este egal cu gradul ecuaµiei caracteristice ³i, deci, cu ordinul
ecuaµiei diferenµiale a mi³c rii. A³adar, orice ecuaµie diferenµial  de ordinul II admite
dou  soluµii particulare.
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dou  soluµii particulare5:

x(t) = A+ejω0t + A−e−jω0t, (3.14)

unde A+, A− sunt m rimi complexe.
Folosind reprezentarea trigonometric  a numerelor complexe:

e±jα = cos α± j sin α, (3.15)

rezult  c  soluµia (3.14) este echivalent  cu celelalte forme (3.10) ³i (3.6),
deoarece:

x(t) = A+(cos ω0t + j sin ω0t) + A−(cos ω0t− j sin ω0t) (3.16)
= (A+ + A−) cos ω0t + j(A+ − A−) sin ω0t (3.17)
= A cos ω0t + B sin ω0t = C cos(ω0t− ϕ). (3.18)

3.1.1 Energia mi³c rii oscilatorii armonice
Energia total  a mi³c rii este suma energiilor cinetice ³i potenµiale ale

oscilatorului:
E =

1

2
mẋ2(t) + Ep(t). (3.19)

Energia potenµial , determinat  de forµa elastic , este:

Ep(t) = −
Z x

0
(−kx(t))dx =

1

2
kx2(t) =

1

2
mω2

0x
2(t). (3.20)

Ca urmare:

E =
1

2
mω2

0C
2 sin2(ω0t− ϕ) +

1

2
mω2

0C
2 cos2(ω0t− ϕ) =

1

2
mω2

0C
2. (3.21)

A³a cum ne a³teptam, energia total  a oscilatorului liniar este o constant  a
mi³c rii.

5Proprietatea ca orice combinaµie liniar  de soluµii s  �e o nou  soluµie a sistemului
(principiul superpoziµiei) este proprie doar ecuaµiilor diferenµiale liniare. Acest lucru face
ca legile �zicii guvernate de ecuaµii liniare s  �e mult mai u³or de înµeles ³i explicat decât
cele guvernate de ecuaµii neliniare.
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Figura 3.2: Un pendul matematic cu masa m ³i lungimea L.

3.1.2 Exemplu. Pendulul matematic
S  determin m legea de mi³care ³i frecvenµa de oscilaµie a unui corp cu

masa m suspendat de un �r inextensibil de lungime L (pendul matematic)
l sat liber la momentul iniµial t = 0, din poziµia θ0.

Fie θ unghiul pe care îl face �rul cu axa vertical  (vezi Fig.3.2). Co-
ordonata care descrie dep rtarea faµ  de poziµia de echilibru este lungimea
arcului, s (s = Lθ). Forµa care produce mi³carea este componenta tan-
genµial  a greut µii (componenta normal  este compensat  de tensiunea din
�r!). Ca urmare:

m(L̈θ) = −mg sin θ, (3.22)
sau, trecând totul în primul membru al ecuaµiei ³i împ rµind prin mL:

θ̈ +
g

L
sin θ = 0. (3.23)

În aproximaµia micilor oscilaµiilor ale pendulului, sinθ ∼= θ, a³a încât:

θ̈ +
g

L
θ = 0. (3.24)

Prin identi�carea termenilor g sim:

ω0 =

r
g

L
. (3.25)

Alegând soluµia de forma (3.10), constantele C (amplitudinea mi³c rii) ³i ϕ
(faza iniµial ) se determin  din condiµiile iniµiale, θ(0) = θ0; θ̇(0) = 0.
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Figura 3.3: Circuit LC serie.

Ecuaµia de mi³care a pendulului are, în concluzie, expresia:

θ(t) = θ0 cos ω0t. (3.26)

3.1.3 Un exemplu din electricitate. Circuitul LC serie
S  analiz m oscilaµiile libere care apar într-un circuit electric format dintr-

o bobin  de inductanµ  L ³i un condensator de capacitate C, legate în serie
(Fig.3.3).

S  consider m c , printr-o metod  oarecare, condensatorul C s-a înc rcat
cu sarcina electric  q0. Aceasta înseamn  c  o sarcin  negativ  −q0 a fost
deplasat  de pe o arm tur , pe cealalt . Cum ambele arm turi erau iniµial
neutre, arm tura de pe care s-a luat sarcina −q0 r mâne înc rcat  cu sarcina
+q0, iar arm tura pe care am adus aceast  sarcin  va deveni înc rcat  cu
sarcina −q0. Dup  închiderea întrerupatorului K la momentul t0 = 0, la un
moment ulterior, t, sarcina electric  r mas  înc  nedeplasat  este q(t):

q(t) = Cu(t) = CL
di

dt
= CL

d2q

dt2
. (3.27)

În ecuaµia anterioar  am µinut cont c  tensiunea la bornele condensatorului
este, în orice moment dup  închiderea întrerup torului K, egal  cu tensiunea
la bornele inductanµei L, care, la rândul ei este: uL = −Ldi/dt. Ecuaµia
anterioar  conduce, dup  rearanjarea termenilor, la ecuaµia diferenµial  a
sarcinii electrice transportate prin circuit :

q̈(t) +
1

CL
q(t) = 0, (3.28)
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Figura 3.4: Un pendul elastic în regim amortizat (se consider  c  frecarea este
de tip vâscos)

având soluµia:

q(t) = q0 cos

Ê
1

LC
t. (3.29)

3.2 Oscilaµii amortizate

În analiza efectuat  pân  în prezent am neglijat orice fenomen de disipare
a energiei. În realitate, oscilaµiile �se sting� dup  un oarecare timp, ca urmare
a disip rii (transform rii în c ldur ) energiei înmagazinate iniµial în oscilator.

S  analiz m, în cele ce urmeaz , mi³carea oscilatorie efectuat  în prezenµa
frec rii. S  consider m c  frecarea dintre oscilator ³i mediul înconjur tor este
una de natur  vâscoas , caz în care forµa de frecare este proporµional  cu cu
viteza.

Ecuaµia principiului II al dinamicii, pentru sistemul reprezentat în Fig.3.4
este:

mẍ = Ff + Fe; (3.30)

mẍ = −rx− kx, (3.31)

unde r este coe�cientul de rezistenµ .
Dup  rearanjarea termenilor ³i împ rµirea prin m, se obµine:

ẍ + 2δ
.
x +ω2

0x = 0, (3.32)
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unde s-au folosit notaµiile:

δ =
r

2m
, ω2

0 =
k

m
, (3.33)

δ �ind denumit coe�cientul de amortizare.
Ecuaµia diferenµial  (3.32) este de ordin doi, omogen  ³i cu coe�cienµi

constanµi. Urmând acela³i algoritm ca ³i în cazul oscilaµiilor liniar armonice
(alegând soluµii de tip exponenµial), se obµine ecuaµia caracteristic :

λ2 + 2δλ + ω2
0 = 0, (3.34)

cu soluµiile:
λ1,2 = −δ ±

È
δ2 − ω2

0. (3.35)
Caracterul mi³c rii este determinat de relaµia dintre efectele forµei de

frecare ³i forµei elastice, traduse aici prin relaµia dintre δ2 ³i ω2
0:

1. Mi³care sub-amortizat  (δ < ω0)
Aceasta apare în situaµia în care efectul forµei de frecare nu este deter-
minant. Amortizarea este slab , iar mi³carea se nume³te subamortizat 
sau, simplu, mi³care oscilatorie amortizat . Cantitatea de sub radical
este, în acest caz, negativ . Soluµia ecuaµiei diferenµiale a mi³c rii este
de forma:

x(t) = e−δt(A1e
jω1t + B1e

−jω1t), (3.36)
iar pulsaµia oscilaµiilor amortizate, denumit  ³i pseudo-pulsaµie, este:

ω1 =
È

ω2
0 − δ2. (3.37)

Deoarece deplasarea particulei faµ  de poziµia de echilibru este o m rime
real , rezult  c  A ³i B sunt constante complexe ³i legate între ele prin
relaµia A∗

1 = B1. Sub form  real , soluµia oscilatorului amortizat este
de forma:

x(t) = C1e
−δt cos(ωt− φ1), (3.38)

unde:

A1 + B1 = C1 cos φ1, (3.39)
A1 −B1 = jC1 sin φ1.

Constantele A1 ³i B1, sau C1 si ϕ1 se determin  din condiµiile iniµiale.
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Figura 3.5: Dependenµa de timp a elongaµiei unei mi³c ri oscilatorii amor-
tizate.

Din ecuaµia (3.38) se observ  c  mi³carea este, ³i în acest caz, periodic ,
dar cu o pulsaµie mai mic  decât cea a oscilaµiilor libere (care se produc
în absenµa frec rii). În plus, amplitudinea scade exponenµial în timp,
a³a cum rezult  din Fig.3.5.
Mi³carea oscilatorie amortizat  se �stinge� cu atât mai repede, cu cât
factorul de amortizare, δ, este mai mare. Într-adev r, într-un interval
de timp τ = 1/δ, numit constanta de timp a oscilatorului, amplitudinea
oscilaµiilor scade de e (∼= 2, 71) ori. În intervalul de timp T = 2π/ω,
amplitudinea (A(t) = C1e

−δt) scade de eδT ori.
Se poate de�ni o nou  m rime, numit  decrement logaritmic al amor-
tiz rii :

D = ln
a(t)

a(t + T )
= δT =

T

τ
. (3.40)

Ca urmare, în intervalul de timp τ , oscilatorul va executa un num r de
oscilaµii, N , cu atât mai mic, cu cât D este mai mare (δ ³i T sunt mai
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mari):
N =

τ

T
=

1

δT
=

1

D
. (3.41)

Pentru caracterizarea performanµelor unui oscilator se folose³te cel mai
adesea m rimea:

Q = πN =
ω

2δ
, (3.42)

care se nume³te factor de calitate. Evident, oscilatorul va � cu atât
mai �bun�, adic  va avea Q mare (oscileaz  un timp mai îndelungat),
cu cât δ este mai mic.
Dup  un interval de timp: t ∼= 5τ , amplitudinea oscilaµiilor amortizate
scade la 1% din valoarea maxim . De aceea, acest interval de timp se
numeste durata practic  a procesului de �stingere� a oscilaµiilor. Pentru
a avea ³i dup  acest interval de timp oscilaµii practic sesizabile, este
necesar s  le întreµinem cu o surs  exterioar .

2. Mi³care supra-amortizat  (δ > ω0)

În aceast  situaµie, cantitatea de sub radical este pozitiv  ³i, ca urmare,
radicalul este un num r real. Mi³carea nu mai este periodic , soluµia
�ind exponenµial :

x(t) = A1e
−(δ−ω0)t + B1e

(δ−ω0)t. (3.43)

O dat  cu trecerea timpului, corpul, scos din poziµia de echilibru la
momentul t = 0, revine la poziµia neperturbat  dup  un interval de
timp considerabil. Regimul supra-amortizat este ales, de exemplu, în
funcµionarea autovehiculelor, sau ma³inilor unelte, când se dore³te elim-
inarea oscilaµiilor nedorite, ce ar putea ap rea în decursul funcµion rii.
În acest scop, acestea sunt prev zute cu amortizoare.

3. Mi³care cu amortizare critic  δ = ω0

În acest caz δ = ω0, astfel încât ecuaµia de rezolvat este:

ẍ + 2δ
.
x +δ2x = 0. (3.44)

De³i cele dou  soluµii particulare devin egale (întrucât λ1 = λ2 = −δ),
teoria ecuaµiilor diferenµiale arat  c  exist  ³i o a doua soluµie, de forma
teλt. Ca urmare, soluµia ecuaµiei diferenµiale a mi³c rii este:

x(t) = e−δt(A1 + B1t). (3.45)
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Figura 3.6: Un pendul elastic funcµionînd în regim forµat

Pentru acelea³i condiµii iniµiale, în cazul amortiz rii critice, corpul se va
întoarce în poziµia de echilibru în cel mai scurt timp. În funcµie de valo-
rile constantelor A ³i B ³i de semnul acestora, corpul se apropie asimp-
totic de poziµia de echilibru sau o traverseaz  o singur  dat  înainte de
a reveni la ea. Regimul amortizat critic este ales în funcµionarea instru-
mentelor magnetoelectrice, întrucât în acest regim deviaµia echipajului
mobil are loc foarte rapid ³i nu apar oscilaµii mecanice ale acului indi-
cator în jurul valorii indicate.

3.3 Oscilaµii forµate
S  analiz m în continuare ce se întâmpl  dac  acµion m din exterior cu

o forµ  care s  compenseze pierderile prin frecare. Presupunem c  forµa
exterioar  este periodic , cu amplitudinea F0 ³i frecvenµa Ω, de forma:

F = F0 cos Ωt. (3.46)

Putem s  reprezent m forµa sub forma complex :ÒF = F0e
j Ω t (3.47)

³i, în �nal, s  lu m în considerare doar valoarea real  a acesteia.
Ecuaµia diferenµial  a mi³c rii pentru sistemul din Fig.3.6 devine în acest

caz:
ẍ + 2δẋ + ω2

0x = fe−j Ω t, (3.48)
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unde:
δ =

r

2m
, ω0 =

Ê
k

m
, f =

F0

m
. (3.49)

Ecuaµia (3.48) este o ecuaµie diferenµial  liniar  de ordinul doi, neomogen 
(din cauza termenului independent de variabila x, din membrul doi). Soluµia
unei astfel de ecuaµii este de forma:

x(t) = xomog(t) + xpart(t), (3.50)

unde xomog este soluµia ecuaµiei omogene (a�at  deja!) iar xpart este o soluµie
particular  a ecuaµiei neomogene, de forma termenului liber:

xpart(t) = C̄ejΩt. (3.51)

C̄ este, în general, o m rime complex  ce conµine ³i informaµiile legate
de întârzierea în faz . Alegerea expresiei matematice de o asemenea form 
este justi�cat  de comportarea practic  a oscilatorului forµat care execut ,
în �nal, o mi³care periodic  cu pulsaµia forµei exterioare.

Înlocuind soluµia (3.51) în ecuaµia (3.48), se obµine, dup  simpli�carea
factorului nenul (exponenµiala):�

−Ω2 − j2δΩ + ω2
0

�
C̄ = f. (3.52)

Amplitudinea complex  este:

C̄ =
f

(ω2
0 − Ω2)− j2δΩ

. (3.53)

Soluµia general  a mi³c rii poate � scris  sub forma:

x(t) = e−δt(Aejω1t + Be−jω1t) +
f

(ω2
0 − Ω2)− j2δΩ

ejΩt, (3.54)

în care constantele A ³i B se determin  din condiµiile iniµiale.
Deoarece primul termen al ecuaµiei (3.54) (soluµia ecuaµiei omogene) scade

exponenµial în timp, el va � nenul doar un interval de timp limitat, denumit
timp tranzitoriu. Dup  trecerea regimului tranzitoriu, mi³carea intr  într-un
regim permanent de oscilaµie, iar legea de mi³care este dat  doar de soluµia
particular  x(t) = xpart(t):

x(t) =
f

(ω2
0 − Ω2)− j2δΩ

ejΩt. (3.55)
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Înmulµind (3.53) cu complexul conjugat al lui C̄, se obµin partea real  ³i
cea complex  a amplitudinii de oscilaµie:

C̄ = f

�
ω2

0 − Ω2

(ω2
0 − Ω2)2 + (2δΩ)2

+ j
2δΩ

(ω2
0 − Ω2)2 + (2δΩ)2

�
= CejΦ. (3.56)

Ca urmare, modulul amplitudinii complexe este:

C =
fÈ

(ω2
0 − Ω2)2 + (2δΩ)2

, (3.57)

iar faza acesteia:
tgΦ = − 2δΩ

ω2
0 − Ω2

. (3.58)

Soluµia mi³c rii este partea real  a expresiei complexe:

x(t) =
fÈ

(ω2
0 − Ω2)2 + (2δΩ)2

e
j(Ωt−arctg 2δΩ

ω2
0
−Ω2 )

(3.59)

adic :

x(t) =
fÈ

(ω2
0 − Ω2)2 + (2δΩ)2

cos(Ωt− arctg
2δΩ

ω2
0 − Ω2

). (3.60)

3.3.1 Fenomenul de rezonanµ 
Dependenµa amplitudinii de frecvenµa forµei exterioare este neliniar , prezen-

tând un maxim pentru Ω = Ωr. Acest maxim se g se³te din condiµiile:

dC

dΩ
= 0,

d2C

dC2
< 0, (3.61)

adic :

−f

2

�
(ω2

0 − Ω2
r)

2 + (2δΩr)
2
�−3/2 �

2
�
ω2

0 − ω2
r

�
(−2Ωr) + (2δΩr)(2δ)

�
= 0.

(3.62)
A³adar, rezonanµa amplitudinii apare atunci când pulsaµia forµei exte-

rioare are valoarea:
Ωr =

È
ω2

0 − 2δ2. (3.63)
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Figura 3.7: Curbe de rezonanµ  pentru trei valori diferite ale coe�cientului de
amortizare (δ1 > δ2 > δ3).

La rezonanµ , amplitudinea oscilaµiilor forµate este:

Cmax =
f

2δΩr

. (3.64)

Constat m c , în condiµii de amortizare slab , pulsaµia Ωr tinde spre val-
oarea pulsaµiei proprii a oscilatorului, ω0. Odat  cu sc derea amortiz rii,
amplitudinea maxim  de rezonanµ  cre³te asimptotic spre in�nit.

Fenomenul de cre³tere a amplitudinii oscilaµiilor forµate la o valoare max-
im , atunci când pulsaµia forµei exterioare are valoarea Ωr se nume³te rezo-
nanµ  a amplitudinii.

În Fig.3.7 este ilustrat modul în care se modi�c  curba de rezonanµ 
pentru trei valori ale coe�cientului de amortizare (δ1 > δ2 > δ3).

M rimea notat  α = C
Cmax

se nume³te amplitudine normat . Pentru
amortiz ri mici (δ < ω0) ³i pulsaµii apropiate de pulsaµia de rezonanµ 
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(Ω ∼= ωr
∼= ω0), se g se³te c  amplitudinea normat  are valoarea:

α =
1É

1 + Q2
�

ω0

Ω
− Ω

ω0

�2 , (3.65)

unde Q a fost de�nit de relaµia (3.42).
Sc derea lui α la valoarea 1√

2
are loc pentru pulsaµiile Ω1 ³i Ω2 care satisfac

relaµiile:
ω0

Ω1

− Ω1

ω0

= +
1

Q
,

ω0

Ω2

− Ω2

ω0

= − 1

Q
. (3.66)

Intervalul dintre frecvenµele corespunz toare sc derii amplitudinii la 1/
√

2
din valoarea maxim 6 se nume³te l rgimea curbei de rezonanµ  (B). Deci:

B = Ω2 − Ω1. (3.67)

Din relaµiile (3.66), prin adunarea ³i sc derea lor, rezult , în aproximaµia
considerat  (Ω ∼= Ωr

∼= ω0), o formul  de calcul pentru factorul de calitate a
oscilatorului forµat:

Q =
ω0

B
. (3.68)

Comparând cele dou  expresii g site pentru factorul de calitate se observ 
c :

B = 2δ. (3.69)
L rgimea curbei de rezonanµ  este egal  cu dublul constantei de amortizare.

3.4 Probleme
1. Ecuaµia de mi³care a unui corp este:

x = 2sin2(1, 00t− π

4
), (3.70)

unde x este m surat în cm iar pulsaµia în rad/s.

(a) Determinaµi amplitudinea, faza iniµial  ³i perioada oscilaµiilor;
(b) A�aµi viteza ³i acceleraµia;

6Cu alte cuvinte, sc derea la jum tate a puterii
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R spuns : Deoarece:

x = 2sin2(1, 00t− π

4
) = [1− cos(2, 00t− π

2
)], (3.71)

a). mi³carea este oscilatorie armonic , avînd urm toarele caracteristici:
amplitudinea x0=1 cm, faza iniµial  φ0=π

2
) rad iar perioada oscilaµiilor

T0=2π
ω0
= 2π

2,00
=π s.

b). viteza ³i acceleraµia mi³c rii sunt:

v =
dx

dt
= 2, 00sin(2, 00t− π

2
); a =

dv

dt
= 4, 00cos(2, 00t− π

2
) (3.72)

2. Cât este decrementul logaritmic al unui pendul matematic de lungime
l ³tiind c  timpul de relaxare al oscilaµiilor este τ?
R spuns : Conform de�niµiei, decrementul logaritmic este:

D = δT =
1

τ
T =

2π

τ

1q
l
g
− 1

τ2

(3.73)

3. Un corp cu masa m = 5Kg se deplaseaz  unidimensional (de-a lungul
direcµiei x), sub acµiunea a dou  forµe: o forµ  orientat  în sens invers
deplas rii, având valoarea F = 40x(N/m) ³i o forµ  proporµional  cu
viteza, care are valoarea de 200N la viteza v = 10m/s.Se consider 
urm toarele condiµii iniµiale: x(t = 0) = 20m, ẋ(t = 0) = 0.S  de
determine:

(a) ecuaµia diferenµial  a mi³c rii;
(b) soluµia mi³c rii;
(c) amplitudinea, perioada ³i frecvenµa mi³c rii;
(d) timpul de relaxare, decrementul logaritmic ³i factorul de calitate.

Rezolvare:

(a) Conform principiului fundamental al mecanicii clasice, ecuaµia difer-
enµial  a mi³c rii este:

mẍ = −Fe − Ff ⇒
mẍ = −kx− rẋ,
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unde k = 40N/m ³i 200N= r · 10m/s adic  r = 20Ns/m. A³adar:

ẍ +
r

m
ẋ +

k

m
x = 0,

ẍ + 4ẋ + 8x = 0(ms−2).

Prin identi�carea cu forma general  a ecuaµiei oscilatorului amortizat,
rezult : 2δ = 4(s−1), ω2

0 = 8(s−2).

(b) Deoarece δ2 = 4 ³i ω2
0 = 8, (δ2 < ω2

0) mi³carea este sub-amortizat 
cu frecvenµa ω =

È
ω2

0 − δ2 = 2(s−2). Soluµia ecuaµiei diferenµiale
a mi³c rii este oscilaµia amortizat :

x(t) = Ce−δt cos(ωt− ϕ).

Amplitudinea ³i faza mi³c rii le a� m din condiµiile iniµiale:

t = 0 : x(t = 0) = C cos ϕ = 20m

t = 0 : ẋ(t = 0) = −δC cos ϕ + ωC sin ϕ = 0m/s

Din a doua relaµie rezult :

tgϕ =
δ

ω
⇒ ϕ = arctg1 =

π

4
,

³i ca urmare:
C =

20

cos ϕ
= 20

√
2(m).

Soluµia mi³c rii devine:

x(t) = 20
√

2e−2t cos(2t− π

4
)(m).

(c) Prin identi�carea cu ecuaµia general , s-a obµinut amplitudinea
C = 20

√
2(m), iar perioada ³i frecvenµa sunt:

T =
2π

ω
=

2π

2
= π(s)

ν =
1

T
= π−1(s−1).
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(d) Timpul de relaxare ³i decrementul logaritmic sunt respectiv:

τ =
1

δ
= 0.5s

D =
T

τ
= 2π.

Ca urmare putem calcula ³i factorul de calitate:

Q =
π

D
= 0.5


