
Capitolul 2

Dinamica punctului material

Mi³carea corpurilor având: (a) viteze mult inferioare vitezei luminii ³i (b)
loc în domenii spaµiale macroscopice este studiat  de mecanica newtonian .
Denumirea a fost atribuit  în onoarea �zicianului I. Newton1.

Mi³carea corpurilor cu viteze comparabile cu viteza luminii constituie
obiectul de studiu al mecanicii relativiste, în timp ce mi³carea unor corpuri
(particule) în interiorul unor domenii microscopice (cum este, de exemplu,
în interiorul atomilor) constituie obiect de studiu pentru mecanica cuantic .
Obiectul de studiu al mecanicii newtoniene îl constituie, a³adar, sisteme �zice
ce pot � considerate cazuri limit  ale celor dou  domenii sus-menµionate. De
altfel, atât mecanica relativist , cât ³i cea cuantic  au ap rut mult mai târziu,
la începutul secolului XX.

A³a cum am ar tat ³i în capitolul anterior, partea mecanicii care studi-
az  mi³carea corpurilor, în contextul cauz -efect, este Dinamica. Dinamica
newtonian  se fundamenteaz  pe trei principii, care constituie adev ruri ce
nu trebuie demonstrate, ci veri�cate prin consecinµe. Începuturile dinamicii
sunt legate de contribuµiile lui Galileo Galilei în secolele XVI-XVII.

1Isaac Newton (1642-1727) �zician englez este considerat fondatorul ³tiinµelor naturii
în epoca modern . Printre cele mai importante contribuµii ³tiinµi�ce ale lui I. Newton am-
intim: introducerea calculului diferenµial, formularea principiilor mecanicii clasice, studii
asupra naturii luminii ³i a unor instrumente optice, descoperirea legii atracµiei universale.
Principala sa lucrare, Principiile matematice ale �loso�ei naturale, este ³i ast zi consid-
erat  una din cele mai valoroase c rµi de ³tiinµ  publicate de-a lungul anilor. Informaµii
suplimentare despre viaµa ³i opera ³tiinµi�c  a lui Newton pot � g site la adresa de web:
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/∼ history/Mathematicians/Newton.html.
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2.1 Principiile dinamicii newtoniene

2.1.1 Enunµul principiilor dinamicii
1. Principiul I, cunoscut ³i ca principiul inerµiei : Un punct material tinde

s -³i menµin  starea de repaus relativ sau de mi³care rectilinie ³i uni-
form , atât timp cât nu se a�  sub acµiunea unor forµe exterioare.

2. Principiul II, cunoscut ³i ca principiul fundamental al dinamicii : Rata
de variaµie în timp a impulsului unui punct material este egal  cu forµa
rezultant  ce acµioneaz  asupra acestuia:

d~p

dt
= ~F. (2.1)

3. Principiul III, cunoscut ³i ca principiul acµiunii ³i reacµiunii : Dac 
dou  corpuri se a�  în interacµiune, forµele "resimµite" de �ecare în
parte sunt egale ca m rime, dar opuse ca sens. Aceste forµe perechi,
numite acµiune ³i, respectiv, reacµiune se manifest  asupra a dou  cor-
puri diferite.

S  discut m, în continuare, câteva dintre implicaµiile acestor principii.

• O prim  observaµie, de ordin general: cele trei principii ale dinamicii
sunt adev ruri valabile doar în raport cu un sistem de referinµ  inerµial,
SRI. În practic , cel mai utilizat SRI este a³a-numitul sistem al lab-
oratorului, prescurtat SL. Trebuie precizat c  denumirea de sistem al
laboratorului nu trebuie luat  ad literam, în sensul c  ea nu presupune
ca studiul mi³c rii s  se fac  exclusiv într-un laborator. Din modul în
care a fost de�nit un SRI, rezult  c  un sistem de referinµ  care se
deplaseaz  accelerat în raport cu un SRI este neinerµial2.

• Interacµiunile dintre corpuri se realizeaz , �e direct (prin contact �zic),
�e la distanµ , prin intermediul câmpului (gravitaµional, electromag-
netic, etc.).

2Deoarece sistemul laboratorului este legat de P mânt ³i execut  o mi³care de rotaµie,
împreun  cu acesta, nici m car SL nu este în mod riguros un reper inerµial, decât într-o
prim  aproximaµie.
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• Tendinµa corpurilor de a-³i p stra starea de mi³care sau de repaus rel-
ativ se nume³te inerµie. În termeni cantitativi, m sura inerµiei este
exprimat  de m rimea �zic  denumit  masa inert  sau mas  inerµial 
³i a fost notat  cu m în ecuaµia (2.1). Se înµelege c , cu cât este mai
mare masa inert  a punctului material, cu atât mai mare este inerµia
acestuia la modi�carea st rii de mi³care.

• Având în vedere c , în mecanica newtonian , masa inert  este o m rime
independent  de timp, ecuaµia principiului II al dinamicii se poate scrie
³i sub forma:

md~v

dt
= m~a = ~F. (2.2)

Aceasta este o formulare mai puµin general  decât ecuaµia (2.1). Con-
form ecuaµiei (2.2) o aceea³i forµ  ~F va produce acceleraµii diferite,
când acµioneaz  asupra unor corpuri de mas  diferit , îns  va produce
întotdeauna o aceea³i variaµie de impuls oric rui corp, indiferent de
masa inert  a acestuia.

Formularea (2.1) este valabil  chiar ³i în mecanica relativist , caz în
care multe dintre adev rurile mecanici clasice nu mai sunt valabile. De
exemplu, dac  în mecanica clasic  acceleraµia, conform ecuaµiei (2.2),
este direct proporµional  cu forµa, iar vectorii forµ  ³i acceleraµie au
aceea³i orientare, în mecanica relativist  se demonstreaz  c  ace³ti doi
vectori nu mai sunt paraleli între ei3.

• Ecuaµia (2.2) este esenµial  în mecanic , deoarece ea exprim  o leg tur 
direct  între factorul cauz  (forµa) ³i factorul efect acesteia (acceler-
aµia).

• Ecuaµia vectorial  (2.2) este echivalent , într-un spaµiu tridimensional,
cu trei ecuaµii scalare. De exemplu, într-un sistem de coordonate

3În mecanica relativist  se consider  c  masa depinde de vitez , conform unei relaµii
de forma: m = m0È

1− v2

c2

, unde m0 este masa de repaus a corpului, v - viteza acestuia, iar

c− viteza luminii.
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carteziene, acestea sunt:

Fx = m
d2x

dt2
, (2.3)

Fy = m
d2y

dt2
, (2.4)

Fz = m
d2z

dt2
. (2.5)

• Toate forµele întâlnite în �zic  exprim  intensitatea unor interacµiuni,
reductibile la patru tipuri fundamentale: (a) gravitaµionale; (b) electro-
magnetice; (c) nucleare tari ³i (d) nucleare slabe. Cele mai multe dintre
interacµiunile dinafara celor fundamentale sunt reductibile la forµe de
natur  electromagnetic .

• Conform principiului III al dinamicii, în cazul unui sistem izolat de
dou  puncte materiale, acceleraµiile pe care �ecare corp din pereche le
cap t  sub in�uenµa celuilalt, sunt orientate pe aceea³i direcµie, sunt
opuse ca sens ³i invers proporµionale cu masele lor. Forµele nu exist  în
afara interacµiunii dintre perechi de corpuri. Este foarte important de
menµionat c  perechile acµiune-reacµiune acµioneaz  asupra unor cor-
puri diferite.

• Pe baza principiului III al dinamicii se poate imagina un procedeu de
comparare a maselor. Dac  dou  puncte materiale sunt supuse doar
acµiunii celor dou  forµe - perechi, ~F1→2 ³i ~F2→1, cu:

~F1→2 =
d~p2

dt
³i ~F2→1 =

d~p1

dt
, (2.6)

rezult  c :
d

dt
(~p1 + ~p2) = 0, deci ~p1 + ~p2 =

−−−→
const. (2.7)

A³adar, impulsul unui sistem de dou  puncte materiale izolate este o
constant  vectorial . În raport cu un referenµial dat, R, între impul-
surile unui punct material la dou  momente t ³i t′ diferite se poate scrie
relaµia:

~p1 + ~p2 = ~p′1 + ~p′2 sau m1~v1 + m2~v2 = m1~v
′
1 + m2~v

′
2. (2.8)
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Prin urmare:
m1 (~v1 − ~v′1) = −m2 (~v2 − ~v′2) (2.9)

³i deci:
m1

m2

=
|~v′2 − ~v2|
|~v′1 − ~v1| (2.10)

• Ori de câte ori studiul experimental al mi³c rii nu concord  aparent cu
previziunile teoretice ale principiilor dinamicii, este nevoie de veri�cat
dac :

1. am de�nit corect sistemul de studiat ³i dac  nu am uitat s  lu m
în considerare o anumit  interacµiune;

2. reperul utilizat aproximeaz  într-o m sur  adecvat  condiµia de
reper galilean;

3. scara de timp este su�cient de precis ;
4. expresiile concrete ale forµelor sunt corecte.

Dintre acestea, condiµia (2) pune probleme în mod frecvent, a³a cum
am menµionat anterior. De exemplu, o analiz  riguroas  a mi³c rii
corpurilor la suprafaµa P mântului implic  recurgerea la un sistem de
referinµ  inerµial galilean legat nu de P mânt, ci de un sistem stelar. În
acest context au putut � explicate efectele deplas rii spre est, existenµa
a dou  maree pe zi, comportamentul pendulului Foucault, etc.

Al turi de cele trei principii ale dinamicii enumerate mai sus, se mai
menµioneaz  (uneori chiar ca un al patrulea principiu) ³i a³a-numitul prin-
cipiu al independenµei acµiunii forµelor, sau principiul superpoziµiei:

În cazul în care asupra unui corp (punct material) acµioneaz  mai multe
forµe, acceleraµia imprimat  corpului este egal  cu rezultanta forµelor îm-
p rµit  la masa acestuia:

~a =
1

m

nX
i=1

~Fi (2.11)

Evident, rapoartele ~Fi/m = ~ai reprezint , �ecare în parte, acceleraµia pe care
�ecare forµ  ~Fi ar imprima-o punctului material, dac  ar acµiona singur ,
independent de prezenµa celorlalte forµe. Prin urmare am putea scrie relaµia
anterioar  ³i sub forma:

~a =
nX

i=1

~ai. (2.12)
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2.2 Integrarea ecuaµiei diferenµiale a mi³c rii
Una dintre sarcinile cele mai importante ale mecanicii este determinarea

ecuaµiei de mi³care a corpurilor ³i/sau ecuaµia traiectoriei. În acest scop,
în mecanica newtonian  se pleac  de la ecuaµia principiului fundamental al
dinamicii, care permite scrierea ecuaµiei diferenµiale a mi³c rii. O astfel de
ecuaµie diferenµial  este de ordinul II ³i, în unele cazuri, ea poate avea o
soluµie analitic . În cazul în care exist  o soluµie analitic , aceasta se a� 
prin integrare succesiv 4. A³a cum vom vedea în continuare, pentru a g si
o soluµie ~r(t) unic , pe lâng  cunoa³terea expresiei forµei în ecuaµia (2.2),
sunt necesare informaµii suplimentare privind valorile vitezei ³i coordonatei
la momentul iniµial al mi³c rii.

În majoritatea cazurilor, forµele sunt funcµii de poziµia relativ  a cor-
purilor, de vitez , sau de timp:

~F = ~F (~r,~v, t). (2.13)

Valoarea acceleraµiei se a�  din ecuaµia principiului II al dinamicii. În
coordonate carteziene, de exemplu, cele trei componente ale acceleraµiei se
vor scrie sub forma:

ẍ =
1

m
Fx(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t), (2.14)

ÿ =
1

m
Fy(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t), (2.15)

z̈ =
1

m
Fz(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t). (2.16)

Fiecare din aceste ecuaµii admit o in�nitate de soluµii. G sirea unei soluµii
unice presupune cunoa³terea valorilor x, y, z, ẋ, ẏ, ż, la un anumit moment
speci�cat. De obicei se precizeaz  valorile acestor m rimi la momentul iniµial,
de aceea ansamblul acestor valori se nume³te setul de condiµii iniµiale:

~r0 = ~r(t0), (2.17)
~v0 = ~v(t0). (2.18)

4Exist  clase de ecuaµii diferenµiale de ordinul II care nu au o soluµie analitic . În acest
caz se folosesc o serie de tehnici (cum ar � cele gra�ce sau numerice) de calcul al unor
soluµii aproximative.
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Integrarea ecuaµiilor diferenµiale ale mi³c rii se poate face în funcµie de
timp sau de-a lungul traiectoriei. Se pot g si astfel o serie de m rimi �z-
ice (impuls, moment unghiular ³i energie) care, în anumite condiµii, sunt
constante ale mi³c rii.

2.2.1 Impulsul. Conservarea impulsului.
Relaµia fundamental  (2.2) se poate scrie sub forma:

d~p = ~Fdt. (2.19)
Acest lucru înseamn  c  variaµia in�nitezimal  a impulsului punctului

material în intervalul de timp dt este determinat  de acµiunea forµei ~F . In-
tegrând între dou  momente oarecare de timp, notate t1 ³i t2, se obµine:

~p2 − ~p1 =

t2Z
t1

~Fdt, (2.20)

care constituie formularea matematic  a teoremei variaµiei impulsului . Pro-
cedând într-o manier  similar  aceleia folosite în cazul vitezei ³i acceleraµiei
medii, cu referire la de�nirea ³i interpretarea geometric  a acestora, putem
de�ni forµa medie ca:

~Fm =
1

∆t

t2Z
t1

~Fdt. (2.21)

Ultimele dou  relaµii permit interpretarea geometric  a impulsului ca aria
de sub gra�cul ~F = ~F (t)) (vezi Fig.2.1). În situaµia în care forµa variaz  în
timp dup  o lege oarecare, variaµia in�nitezimal  a impulsului (dp) este nu-
meric egal  cu aria elementar  a dreptunghiului (Fdt) obµinut prin divizarea
curbei în porµiuni pe care forµa se poate considera constant . Adunând aria
tuturor acestor fâ³ii se obµine aria regiunii ABCD care este numeric egal 
cu variaµia total  a impulsului.

A³a cum am g sit ³i în secµiunea anterioar , în cazul unui punct material
izolat (F = 0), relaµia (2.20) devine:

~p(t2) = ~p(t1) =
−−−→
const. (2.22)

Impulsul punctului material izolat r mâne constant în timp, atât ca orientare
cât ³i ca m rime5.

5În mecanica cuantic , valorile impulsului sunt cuanti�cate.
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O tt+ tD

F

t

A

B

Dp = F dt

CD

Figura 2.1: Variaµia impulsului are semni�caµia ariei de sub gra�cul F = F (t).
Ea se obµine prin sumarea ariilor dreptunghiurilor elementare: ∆p = aria(ABCD).

Pe durata �ec rui interval dt, forµa are o valoare constant .

S  analiz m ce se întâmpl  cu un sistem izolat de dou  corpuri a�ate în
interacµiune.

În Fig.2.2 ele sunt reprezentate ca puncte materiale, notate A ³i B, având
impulsurile, la un anumit moment dat, ~pA ³i ~pB. Forµa cu care �ecare corp
acµioneaz  asupra celuilalt într-un interval in�nitezimal de timp produce vari-
aµiile in�nitezimale de impuls:

~FAB · dt = d~pA; (2.23)
~FBA · dt = d~pB. (2.24)

Adunând cele dou  relaµii rezult :�
~FAB + ~FBA

�
· dt = d(~pA + ~pB). (2.25)

Conform principiului al treilea al lui Newton, cele dou  forµe formeaz  o
pereche acµiune - reacµiune:

~FAB = −~FBA. (2.26)

Ca urmare, legea conserv rii impulsului unui sistem izolat de dou  corpuri6:

~p = ~pA + ~pB =
−−−→
const. (2.27)

6Dup  cum vom constata ulterior, aceast  lege este valabil  ³i pentru sistemele izolate
de puncte materiale cu mai mult de dou  componente.
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Figura 2.2: Sistem izolat de dou  corpuri a�ate în interacµiune: ~FAB = −~FBA

În concluzie:
Impulsul total al unui sistem de dou  puncte materiale izolate se conserv .

2.2.2 Momentul unghiular. Conservarea momentului unghiular.
S  înmulµim vectorial relaµia (2.1) la stânga, cu ~r :

~r × ~F = ~r ×m~a = ~r ×m
d~v

dt
=

d

dt
(~r ×m~v). (2.28)

Aici am µinut cont de faptul c  masa inert  este independent  de timp ³i c :

~r ×m
d~v

dt
=

d

dt
(~r ×m~v)− d~r

dt
×m~v. (2.29)

Ultimul termen al ecuaµiei precedente este zero deoarece d~r/dt = ~v, iar vec-
torii ~v ³i m~v sunt coliniari, produsul lor vectorial �ind, de aceea, nul.

Putem acum de�ni momentul forµei ³i momentul unghiular (sau momentul
impulsului) în raport cu un punct, conform ecuaµiilor:

~M = ~r × ~F , (2.30)

~J = ~r × ~p. (2.31)
Folosind aceste m rimi, relaµia (2.28) devine:

~M =
d ~J

dt
, (2.32)

care reprezint  formularea matematic  a teoremei variaµiei momentului unghi-
ular :



10 CAPITOLUL 2. DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL

Figura 2.3: Un sistem izolat de corpuri în interacµiune

În raport cu un punct de referinµ  dat, momentul forµei ce acµioneaz 
asupra unui corp este egal cu rata de variaµie în timp a momentului unghiular
al acelui corp.

Integrând ecuaµia precedent  între dou  momente de timp t1 ³i t2, se
obµine relaµia:

~J(t2)− ~J(t1) =

t2Z
t1

~Mdt. (2.33)

Dimensiunile momentului forµei ³i ale momentului unghiular ³i unit µile
de m sur  corespunz toare sunt:

[M ] = [r] [F ] = ML2T−2; (2.34)
〈M〉SI = 1Kg ·m2 · s−2 = 1N ·m; (2.35)

[J ] = [r] [p] = ML2T−1; (2.36)
〈J〉SI = 1Kg ·m2 · s−1 = 1N ·m · s−1. (2.37)

În cazul unui punct material izolat, din (2.33) se obµine:

~J(t2) = ~J(t1) =
−−−→
const. (2.38)

adic , în cazul unui sistem izolat de corpuri este valabil  legea conserv rii
momentului unghiular.

S  analiz m ce se întâmpl  în cazul unui sistem izolat de dou  corpuri, A
³i B, a�ate în interacµiune. În Fig.2.3 vectorii de poziµie corespunz tori sunt
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notaµi ~rA ³i ~rB. Aplicând relaµia (2.32) �ec rui corp, se obµine:

~MA = ~rA × ~FAB =
d ~JA

dt
; (2.39)

~MB = ~rB × ~FBA =
d ~JB

dt
, (2.40)

unde:
~JA = ~rA × ~pA, (2.41)
~JB = ~rB × ~pB (2.42)

sunt momentele unghiulare corespunz toare ale celor dou  puncte materiale.
Sumând cele dou  momente ³i µinând cont de principiul al treilea al di-

namicii (~FAB = −~FBA), se obµine:

~M = ~MA + ~MB = (~rA − ~rB)× ~FAB (2.43)

=
d

dt

�
~JA + ~JB

�
. (2.44)

Deoarece vectorul diferenµ :

~rBA = ~rA − ~rB (2.45)

este coliniar cu forµele de interacµiune, rezult  c :

~rBA × ~FAB = 0. (2.46)

De aici:
~J = ~JA + ~JB =

−−−→
const. (2.47)

adic :
Momentul unghiular al unui sistem de dou  corpuri izolate este o con-

stant  a mi³c rii, p strându-³i orientarea ³i m rimea constante în timp.

2.2.3 Lucrul mecanic ³i puterea
S  înmulµim scalar relaµia fundamental  (2.1), cu vectorul deplasare in-

�nitezimal  d~r.

~F · d~r = m
d~v

dt
· d~r = md~v · d~r

dt
= m~v · d~v = d

�
1

2
mv2

�
. (2.48)
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Figura 2.4: Lucrul mecanic elementar la o deplasare in�nitezimal  pe o traiectorie
oarecare depinde de unghiul ϕ dintre vectorii forµ  ³i deplasare.

M rimea:
dL = ~F · d~r = F · dr · cos ϕ (2.49)

reprezint  lucrul mecanic elementar efectuat de forµa ~F la deplasarea pe
distanµa in�nitezimal  dr7. Dup  cum este de�nit (ca produs scalar), lucrul
mecanic depinde de unghiul dintre direcµia forµei ³i cea a vectorului deplasare,
putând � zero, pozitiv sau negativ.

Lucrul mecanic total efectuat la deplasarea între punctele A ³i B pe traiec-
toria marcat  în Fig.2.4 se a�  integrând relaµia (2.49) între cele dou  puncte:

LAB =

BZ
A

~F · d~r. (2.50)

Lucrul mecanic are semni�caµia ariei de sub curba F (r).
Împ rµind relaµia (2.49) la dt, putem de�ni o nou  m rime, numit  putere

mecanic , P :
P =

dL

dt
= ~F · ~v. (2.51)

Puterea mecanic  este egal  cu lucrul mecanic produs în unitatea de timp.
A³adar, puterea este o m rime de stare ³i ea are valori instantanee care se pot

7A nu se se confunda notaµia dL cu variaµia lucrului mecanic, care ar � o m rime f r 
sens. Lucrul mecanic este o m rime de proces ³i nu una de stare, ca urmare dL nu este
o variaµie a lui L, ci un L in�nit mic. Uneori, pentru a elimina o posibil  confuzie, lucrul
mecanic elementar, ca ³i o cantitate in�nitezimal  de c ldur  se noteaz  cu δL, respectiv,
δQ.
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modi�ca de la moment la moment. Ea este o m rime scalar . Dimensiunile
lucrului mecanic ³i ale puterii sunt, respectiv:

[L] = [F ] [d] = ML2T−2, (2.52)

[P ] =
[L]

[t]
= ML2T−3, (2.53)

iar unit µile de m sur  corespunz toare:

〈L〉SI = 1N ·m = 1J, (2.54)
〈P 〉SI = 1N ·m · s−1 = 1J · s−1 = 1W. (2.55)

Un Joule (1J) este lucrul mecanic efectuat de o forµ  de 1N la deplasarea
unui punct material pe distanµa de 1m. Unitatea de m sur  a puterii, în
Sistemul Internaµional, este Watt-ul, prescurtat W 8.

2.2.4 Energia cinetic 
Cantitatea 1

2
mv2 din relaµia (2.48) se nume³te energie cinetic  ³i se

noteaz  cu Ec. Revenind la aceast  relaµie ³i µinând cont de notaµiile f -
cute, rezult  c :

dL = dEc. (2.56)

Integrând ecuaµia anterioar  între dou  puncte de pe traiectorie, g sim:

L =

BZ
A

~F · d~r = Ec(B)− Ec(A). (2.57)

Relaµia (2.57) reprezint  expresia matematic  a teoremei de variaµie a
energiei cinetice:

Variaµia energiei cinetice a unui punct material, între dou  st ri în de-
cursul mi³c rii, este egal  cu lucrul mecanic efectuat de forµa rezultant  ce
acµioneaz  asupra punctului material, pe durata mi³c rii între aceste st ri.

8Denumirea a fost dat  în onoarea �zicianului James Watt (1736-1819) �zician
³i inginer scoµian, inventatorul ma³inii moderne cu abur. Informaµii despre con-
tribuµiile sale la dezvoltarea ³tiinµei ³i tehnicii pot � g site la adresa de web:
http://www.history.rochester.edu/steam/marshall/.
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Relaµia (2.57) ne permite de�nirea energiei cinetice a punctului material,
dac  consider m c  la momentul iniµial acesta era în repaus:

Ec =

BZ
A(v=0)

~F · d~r. (2.58)

Energia cinetic  reprezint , a³adar, lucrul mecanic necesar pentru a aduce
un corp, a�at iniµial în repaus, la o vitez  v.

2.2.5 Energia potenµial . Forµe conservative
S  calcul m lucrul mecanic efectuat la deplasarea unui punct material

între punctele A ³i B. Consider m c  mi³carea mobilului se datoreaz  exis-
tenµei unei forµe de interacµiune ~F din partea unui alt corp, situat undeva în
vecin tate. Vom considera, în continuare, c  forµa F este dependent  doar
de distanµa dintre corpul de studiat ³i un alt corp din vecin tatea lui9. Lucrul
mecanic elementar, efectuat împotriva forµei de interacµiune, este:

dL = −~F · d~r. (2.59)

O deplasare elementar , ~dr, se poate descompune în dou  componente,
d~r1 ³i d~r2, dup  direcµia forµei ³i, respectiv, perpendicular  pe aceasta (vezi
Fig.2.5). În acest fel, vom putea scrie:

dL = −~F · d~r1 − ~F · d~r2 = −~F · d~r1. (2.60)

Dup  cum se constat , lucrul mecanic total al forµei F , atunci când
aceasta î³i schimb  punctul de aplicaµie între dou  puncte de pe traiecto-
rie, are valoarea:

LAB =

BZ
A

~F · d~r1, (2.61)

independent de lungimea deplas rii dup  direcµia perpendicular  pe direcµia
forµei10. O astfel de forµa este denumit  conservativ . Lucrul mecanic al unei

9Propriet µile unei astfel de forµe vor � discutate mai în detaliu într-o secµiune urm -
toare, dedicat  studiului forµelor dependente de poziµie.

10Analiza se poate face ³i invers, considerând descompunerea vectorului forµ  dup  di-
recµiile vectorului deplasre ³i, respectiv, perpendicular  pe aceasta. Lucrul mecanic total
va depinde doar de componenta forµei de-a lungul deplas rii.
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F
r

rd
r

A

B

1
rd
r

2
rd
r

Figura 2.5: Descompunerea unei deplas ri in�nitezimale de-a lungul ³i, respectiv,
perpendicular pe direcµia forµei. Lucrul mecanic total nu depinde de deplasarea

dup  direcµia perpendicular  pe direcµia forµei.

A

B
(1)

(2)

Figura 2.6: Lucrul mecanic nu depinde de drumul urmat: L
(1)
AB = L

(2)
AB.
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forµe conservative este independent de forma traiectoriei, el �ind funcµie doar
de poziµia punctelor între care are loc deplasarea.

Ca urmare, indiferent de drumul urmat de punctul material între cele
dou  puncte (drumurile (1) sau (2) în Fig.2.6), lucrul mecanic are aceea³i
valoare.

L
(1)
AB = L

(2)
AB, (2.62)

adic : �
−

BZ
A

~F · d~r
�

(1)

=

�
−

BZ
A

~F · d~r
�

(2)

. (2.63)

Trecând totul într-un singur membru ³i inversând limitele integralei, rezult :�
−

BZ
A

~F · d~r
�

(1)

+

�
−

AZ
B

~F · d~r
�

(2)

= 0, (2.64)

ceea ce înseamn  condiµia integral  ca o forµ  s  �e conservativ : integrala
pe un contur închis a forµei (denumit  ³i circulaµia vectorului forµ  pe un
contur închis) trebuie s  �e zero:

−
I

~F · d~r = 0. (2.65)

Având în vedere teorema lui Stokes-Ampère, se poate scrie:I
~F · d~r =

Z
(rot ~F )n · ds (2.66)

Condiµia diferenµial  de forµ  conservativ  este:

rot ~F = 0. (2.67)

Condiµiile (2.65) si (2.67) permit de�nirea unei m rimi �zice scalare, nu-
mit  energie potenµial , Ep. Ea descrie capacitatea unui sistem de a efectua
lucru mecanic. Cu ajutorul relaµiei (2.67) se poate scrie:

~F = −grad Ep = −∇Ep. (2.68)

În coordonate carteziene:

~F = −∂Ep

∂x
x̂− ∂Ep

∂x
ŷ − ∂Ep

∂x
ẑ. (2.69)
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A³adar, vectorul forµ  este orientat pe direcµia celei mai rapide cre³teri a
funcµiei energie potenµial . Pe de alt  parte:

dEp = −~F · d~r. (2.70)

Integrând aceast  relaµie rezult :

Ep(B)− Ep(A) = −
BZ

A

~F · d~r. (2.71)

Dup  cum se observ , nu energia potenµial , ci variaµia acesteia poate
� precizat  în mod exact. Pentru a de�ni energia potenµial  a sistemului
într-o anumit  stare (precizat  prin distanµa dintre corpuri, în acest caz), ar
trebui de�nit  o stare a sistemului, în care energia potenµial  a acestuia s 
�e considerat  zero. În cazul forµelor de tip F ∼ 1/r2, aceasta se întâmpl 
atunci când corpurile se a�  la o distanµ  relativ  in�nit-mare. În termeni
practici, aceasta presupune c  distanµa dintre corpuri este atât de mare, încât
forµele de interacµiune nu mai produc efecte detectabile11. Ca urmare:

Ep(B) = −
BZ
∞

~F · d~r. (2.72)

Energia potenµial  a unui sistem este egal  cu lucrul mecanic necesar "des-
facerii" sistemului, iniµial legat, în p rµile sale componente (care nu mai in-
teracµioneaz  în urma separ rii).

2.2.6 Legea conserv rii energiei mecanice. Forµe conservative
Din relaµiile (2.57) ³i (2.71) rezult :

Ec(B)− Ec(A) = −[Ep(B)− Ep(A)], (2.73)

adic :
Ec(A) + Ep(A) = Ec(B) + Ep(B) = E = const. (2.74)

11În cazul forµelor de natur  gravitaµional , aceste distanµe sunt de ordinul miilor sau
milioanelor de km, în schimb în cazul forµelor electrice dintre particulele componente ale
nucleului atomic, distanµele "in�nite" sunt de ordinul câtorva nanometri.
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A³adar, în cazul în care caracteristicile mi³c rii mecanice a unui sistem
sunt determinate doar de prezenµa unor forµe conservative, energia mecanic 
total , E, este o constant  a mi³c rii12.

M rimile pe care le-am obµinut prin integrarea ecuaµiei diferenµiale a
mi³c rii sunt numite integrale prime ale mi³c rii. Ele permit simpli�carea
calculelor matematice necesare rezolv rii unor probleme de mecanic , în sen-
sul c , în locul integr rii unor ecuaµii diferenµiale de ordinul II, care se obµin
folosind principiul II al dinamicii, se pleac  de la ecuaµii diferenµiale de or-
dinul I. Din p cate, rezolvarea problemelor de mecanic  plecând de la legile
de conservare (acolo unde legile de conservare sunt respectate!) este lipsit 
de posibilitatea de a descrie st rile intermediare ale sistemului ³i deci de a
urm ri "�lmul" evoluµiei acestuia între st rile iniµial  ³i �nal .

2.3 Aplicaµii
1. Un corp de mas  m se a�  iniµial în repaus ³i asupra lui se aplic  o

forµ :
F = F0e

−λt

unde λ > 0, F0− constante. Determinaµi legea de mi³care ³i legea
vitezei.

Rezolvare:
Deoarece mi³carea se presupune unidimensional :

m
dv

dt
= F0e

−λt

Dup  separarea variabilelor se poate integra:

vZ
0

dv =
F0

m

tZ
0

e−λtdt

12Legea conserv rii energiei mecanice nu se respect  decât în cazul forµelor conservative.
Când caracteristicile mi³c rii sunt determinate de alte tipuri de forµe, se vorbe³te despre
legea conserv rii energiei, în sens general, în sensul c  se includ ³i efectele disipative,
radiative, etc.



2.3. APLICA�II 19

Se obµine:

v(t) =
F0

λm

�
1− e−λt

�
Legea spaµiului o obµinem prin integrarea legii vitezei:

v =
dx

dt
⇒

xZ
0

dx =

tZ
0

vdt

x(t) =

tZ
0

�
1− e−λt

�
dt

x(t) =
F0

λ2m
(e−λt + λt− 1)

2. S  se studieze mi³carea unidimensional  a unui corp de mas  m sub
acµiunea unei forµe de tipul F = −kv2.
Rezolvare:
Înlocuim expresia forµei în ecuaµia diferenµial  a mi³c rii:

m
dv

dt
= −kv2 (2.75)

Dup  separarea variabilelor:

dt = −m

k

dv

v2
(2.76)

G sim:

t− t0 = −m

k

vZ
v0

dv

v2
(2.77)

ceea ce conduce, dup  integrare ³i considerarea lui t0 = 0, la expresia
vitezei:

v(t) =
v0

1 + kv0

m
t

(2.78)
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A� m legea spaµiului printr-o nou  integrare.

xZ
x0

dx =

tZ
0

v0

1 + kv0

m
t
dt (2.79)

Integrala din membrul al doilea se rezolv  u³or dac  se face substituµia:
u = 1 + kv0

m
t. Se obµine:

x = x0 +
m

k
ln

�
kv0

m
t + 1

�
(2.80)


