Capitolul 1

Cinematica punctului material

1.1 Obiectul cinematicii. Modelul de punct material

Migcarea este o proprietate intrinseca a materiei, in sensul ca nu exista
materie in repaus absolut, dupa cum nu poate fi conceputa miscare fara su-
portul material. Modificarea starii de migcare a unui sistem fizic este, de
reguld, studiata ca o consecinta a actiunii corpurilor inconjuratoare, sau ca
rezultat al interactiunilor unor parti din interiorul sistemului. Modificarea
starii de migcare poate fi studiatd, pentru inceput, doar pur descriptiv, farda a
lua in considerare cauzele care o determina. O astfel de abordare geometrica
a migcarii este cunoscuta drept abordarea cinematica, iar capitolul corespun-
zator din mecanicd poarta numele de Cinematica. Deoarece un astfel de
demers este mai simplu, el este ales in prima instanta, atat pe considerente
didactice!, cat si in ideea introducerii unor notiuni si marimi fizice strict nece-
sare ulterior in studiul mecanicii. Cinematica precede, asadar, Dinamica —
partea mecanicii in care sunt luate in considerare efectele unor factori-cauza
si anume fortele cu care corpurile exterioare sau interioare actioneaza asupra
sistemului studiat.

Descrierea completa a misgcéarii unui sistem fizic real este adesea o proble-
mi fie prea complexd, fie nerelevantd. In practicd, intr-un anumit context,
se pot ignora anumite amanunte, ne-esentiale pentru problema studiata. O

Tn conditiile in care este necesard o abordare a unei teme de studiat, pornind de la
simplu, spre complex — si complet!
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reprezentare simplificatd a unui sistem sau a unui proces fizic se numegte
model fizic. Modelele fizice si modelarea sunt instrumente esentiale, nu numai
in fizica, ci in intreg procesul cunoasterii lumii inconjuratoare.

Descrierea matematica asociatd unui model fizic simplu este, de aseme-
nea, simpla. Din péacate, cu cat recurgem la modele tot mai simple, cu atat
ne indepartam mai mult de realitate. Cum lumea reala este intotdeauna mult
mai complicatd decat modelele cu care se opereaza in fizica, trebuie sa fim
congtienti ca si rezultatele obtinute sunt, intr-un anume sens, incomplete.
Recurgerea la modele simple este necesara in faza incipienta a cunoasterii
naturii, inclusiv in gcoala. Pe masura luarii in considerare a aspectelor con-
siderate initial ne-esentiale, ne apropiem mai mult de realitate, cu pretul
utilizarii unui instrument matematic mai sofisticat si mai dificil.

In fizicd sunt cunoscute multe exemple de modele care au evoluat, in pro-
cesul cunoasterii, intr-o succesiune cuprinzand mai multe etape. Exemplele
cele mai cunoscute sunt modelul atomului si/sau al nucleului, modelul de
fluid sau cel de solid rigid, diferite modele de unde etc.

Cel mai simplu model din mecanica este cel al punctulur material. El
poate fi folosit ori de cate ori se studiaza miscarea de translatie a unui obiect
sau sistem de obiecte, de dimensiuni mult mai mici decat distantele parcurse.
Un corp este astfel asimilat unui punct material?>, in care se considera a
fi concentrata intreaga sa masa. Se intelege cd un corp nu trebuie sa fie
neaparat "mic” in acceptiunea proprie a cuvantului, pentru a fi tratat ca
punct material. In misura in care un astfel de punct material este in migcare,
el se denumeste si mobil, adica punct material in migcare.

Modelul punctului material se aplica cu acelagi succes, atat pentru studie-
rea migcarii unor corpuri de dimensiuni gi mase gigantice (cum ar fi corpurile
din interiorul sistemului solar), cat gi unor corpuri de dimensiuni nanoscopice
(atomi, nuclee, electroni, etc.).

Abordarea care pleaca de la modelul de punct material este utila in pasii
ulteriori, cand se trece la studiul mecanicii corpurilor de dimensiuni ce nu
mai pot fi reduse la un punct. Dacad un corp este prea mare pentru a mai
putea fi considerat particuld, el poate fi gandit ca o "colectie" (un sistem)
de puncte materiale. Rezultatele gasite in mecanica punctului material se
extrapoleaza pentru sistemele de puncte, cu precautiile necesare unei astfel
de operatii.

Marimile fizice cele mai importante in cinematica sunt viteza $i accelera-

2Uneori, un punct material se denumeste si particuld.
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tia. Vom incepe prin a defini aceste marimi, urmand a le gisi expresiile in
raport cu diferite sisteme de coordonate.

1.2 Traiectoria si ecuatiile cinematice

Pentru a studia modul in care se modificd in timp pozitia unui punct
material in raport cu un altul, este nevoie de a defini un sistem de referinta
(denumit adesea si reper), considerat fix in contextul problemei de studiat.
Pozitia in raport cu reperul a punctului material a carui migcare o studiem
este precizatd prin agsa-numitul vector de pozifie. Acesta, notat cel mai ade-
sea cu 7, are originea in originea reperului, iar varful — in punctul material
studiat. Proiectiile lui 7 pe axele sistemului de referinta utilizat (notat pres-
curtat cu SR) determind, de asemenea, in mod univoc, pozitia unui punct
din spatiu.

Intr-un spatiu tridimensional, pozitia mobilului, notati cu P in Fig.1.1,
este determinata de un triplet de numere, numite coordonate, care reprezinta
distante gi/sau unghiuri. Utilizarea reprezentarii vectoriale are avantajul ca
expresiile marimilor cinematice nu depind de tipul de coordonate ales.

Distanta dintre doua puncte din spatiu se numeste metrica. Mecanica
newtoniana folosegte metrica euclidiana, denumita adesea gi metrica galileeana,
in memoria lui Galileo Galilei®. Distanta dintre doud puncte Py (1,1, 21) si
P (2,2, 22), exprimatd intr-un sistem de coordonate carteziene?, este data
de relatia:

d=[(zs = 11)* + (12 — 1)* + (22 — 21)°] '/ (1.1)

Traiectoria unui corp este curba descrisa de acesta in decursul miscarii,
adica locul geometric al pozitiilor succesive ocupate de mobil in decursul

3Galileo Galilei (1564-1642), fizician italian, este considerat primul om de stiinta al
epocii moderne. Principalele sale contributii in fizica sunt legate de descoperirea legilor
migcérii pendulului, ale caderii libere a corpurilor, precum gi unele dispozitive tehnice
(luneta astronomici, un nou model de pompa hidraulici, balanta hidrostaticd). A sustinut
ipoteza heliocentricd a lui Copernicus. Cartea sa cea mai importanta este Dialoguri des-
pre principalele doud sisteme ale lumii, publicata la Florenta in 1632 si dedicata analizei
critice a sistemului geocentric al lui Ptolemeu si, respectiv, heliocentric al lui Coperni-
cus. Printr-o coincidentad, 1642 este anul mortii lui Galilei §i nagterii lui Newton. In-
formatii suplimentare despre viata gi opera lui Galilei pot fi gisite gi la adresa de web:
http://galileo.imss.firenze.it /museo/b /egalilg.html

4in functie de simetria problemei de studiat, pot fi folosite si repere de tip sferic sau
cilindric.
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Figura 1.1: Reprezentarea traiectoriei unui punct material. La momentul ¢ punc-
tul mobil se afla in P, descris de vectorul de pozitie 7.

miscarii. In mecanica clasici se consideri ci traiectoria corpului este bine
determinati®, iar multimea pozitiilor succesive ocupate de acesta in decursul
miscarii este continud.

Sa descriem, agadar, pozitia unui punct material care se deplaseaza pe o
curbd oarecare, cu ajutorul unui vector de pozitie, notat 7 (Fig.1.1). Legea
de migcare a mobilului este exprimata generic prin ecuatia vectoriala:

7 =7(t), (1.2)

care este echivalenta cu trei ecuatii scalare, ce descriu variatiile in timp ale
coordonatelor mobilului. De exemplu, in cazul unui sistem de coordonate
cartezian tridimensional:

= z(t), (1.3)
= (),
z = z(t). (1.5)

5In mecanica cuantici, specifici sistemelor microscopice, se considerd ci pozitia unei
micro-particule (si deci gi traiectoria acesteia) nu pot fi determinate cu orice precizie, de
aceea se vorbegte doar de o anumita probabilitate ca particula sa se géseascd, la un moment
dat, intr-o anumita zoné din spatiu. Particula insasi este "de-localizata", iar traiectoria ei
se specifica print-un nor de probabilitate, care, in anumite cazuri se numeste si orbital.
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Figura 1.2: Vectorul deplasare, in intervalul t3 — ¢1, notat cu A7, reprezintd
diferenta vectorilor de pozitie ai punctelor Py gi Po: AT =7, — T}

Ecuatiile (1.3), (1.4), (1.5) se numesc ecuatii parametrice ale migcirii (para-
metrul este timpul ¢). Prin eliminarea timpului din ecuatiile parametrice
sus-mentionate, se obtine ecuatia traiectoriei.

1.3 Vectorul deplasare, viteza si acceleratia

Sa consideram ca, in decursul migcarii sale, un mobil se afla la momentul
t, intr-un punct P, descris de vectorul de pozitie 7, si cd la momentul ¢, el
a ajuns in punctul Py, descris de vectorul de pozitie 7, situatie reprezentata
in Fig.1.2. Distanta dintre punctele P, si P, intre care s-a deplasat mo-
bilul poate fi interpretatd ca fiind modulul unui vector, A7, denumit vector

deplasare:
AF =T, —T,. (1.6)
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Figura 1.3: Pe masura ce scade intervalul At, punctul Py se apropie din ce in
ce mai mult de P, iar vectorul deplasare tinde sa ajunga pe directia tangentei la
traiectorie.

1.3.1 Viteza medie si viteza instantanee

Se defineste viteza medie pe o portiune As de traiectorie ca fiind raportul:

As
At’
unde s este coordonata curbilinie, masurata de-a lungul traiectories.
Intrucat misurarea distantelor de-a lungul traiectoriei este mai putin con-
venabila, se prefera exprimarea vitezei mobilului in functie de coordonate sau
de vectorii de pozitie ale acestuia. Dupa cum rezulta din Fig.1.3, lungimea
traiectoriei As parcursa de mobil intr-un interval de timp finit, At, difera
semnificativ de marimea vectorului deplasare, Ar. Asa cum vom vedea ime-
diat, A7 ar fi o marime mult mai convenabil de folosit pentru calcularea
vitezei punctului material. Daca consideram ¢, =t gi t, = t + At, atunci,
in conditiile in care At — 0, vectorul deplasare Ar devine, la limita, egal
cu distanta curbilinie As. In plus, Ar devine tangent la curba-traiectorie
(Fig.1.3).
In aceste circumstante, se poate defini viteza instantanee a mobilului:
. . AT . Tt+ At) —7(t)
= A T AT A

(1.7)

Um =

. (1.8)
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Constatdm, pe de altd parte, cd viteza instantanee (sau momentand) este
chiar derivata vectorului de pozitie in raport cu timpul:

dr

U=
Ca urmare, viteza instantanee (momentand), adicd viteza mobilului intr-un
punct este un vector tangent la traiectorie; marimea sa este data de derivata
in raport cu timpul a vectorulur sau de pozitie. Vectorul viteza instanta-
nee este tangent la traiectorie, in timp ce vectorul viteza medie are directia
secantei.

Pe de alta parte, pentru a calcula viteza medie a mobilului intr-un interval
de timp At, acesta se imparte in n subintervale Aty, Atq, ..., At, atat de
mici, incat pe durata fiecarui subinterval viteza instantanee sa raméana practic
constantd®. Viteza medie se defineste ca:

UlAtl + ’U2At2 + ...+ ’UnAtn 1
VUm = =

n

=— Y uy;At;. 1.10

Aty + Aty + ... + Aty At;Z ‘ (1.10)
Daca aceste intervale de timp devin din ce in ce mai mici, vitezele medii

pe fiecare interval de timp At; se apropie de valorile instantanee si, ca urmare,

suma din relatia anterioara devine o integrala:

i v; At s
oo = Jim S— = = / vdt. (1.11)
i=1

Avand in vedere cele doua definitii ale vitezei medii, date de (1.10) si
(1.11), rezulta:

t+At
As = v, At = / v dt = aria(ABCD). (1.12)

t

Ca urmare, spatiul parcurs de mobil intr-un interval oarecare de timp
reprezinta, din punct de vedere geometric, aria de sub curba vitezei, delimi-
tata de dreptele t = const. gi t + At = const.

5Prin urmare, viteza instantanee poate si varieze prin salt doar la trecerea intre inter-
valele At; si Atirq,i=1...n
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Figura 1.4: Pe durata fiecirui subinterval At;, viteza raméane practic constanta,
v;. Distanta parcursi in subintervalul i este As=wv; At;

Considerand momentul initial ¢ = 0, spatiul parcurs devine:

dﬂ:sm+/Mﬂﬁ, (1.13)

unde sy este coordonata curbilinie initiala a corpului.
In termeni vectoriali, se poate scrie pentru vectorul de pozitie la momentul
t:
t
ﬂw:ﬁ+/amm (1.14)
0

unde 7 reprezintd vectorul de pozitie la momentul initial.
Dimensiunea gi unitatea de méasura a vitezei sunt, respectiv:

= LT (1.15)

(1.16)
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Figura 1.5: Spatiul total parcurs de mobil in intervalul de timp specificat reprez-
intd suma ariilor dreptunghiurilor elementare.

1.3.2 Acceleratia medie si acceleratia instantanee

Pentru a caracteriza variatia in timp a vectorului viteza, se defineste o
noua marime fizicd, denumita acceleratie. Ca si in cazul vitezei, se poate
defini o acceleratie medie si o acceleratie instantanee. Acceleratia medie este
definita prin relatia:

. AU
m = 77

Marimea acceleratiei medii a unui mobil care se deplaseaza intre doua
puncte, de exemplu, Py gi Py (Fig.1.6) depinde de variatia netd a vitezei in
intervalul considerat.

Pentru precizarea ratei de variatie in timp a vitezei instantanee se intro-
duce notiunea de acceleratia instantanee, definitd prin relatia:

(1.17)

AU dU
A Ar T (1.18)

_d <dF> & (119

a =

dt\dt) —de

Acceleratia este un vector care are orientarea lui Av. Ea reprezinta derivata
de ordinul intai a vitezei in raport cu timpul, prin urmare, derivata de ordinul
doi a vectorului de pozitie, 7(¢) in raport cu acelagi parametru.
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Figura 1.6: Determinarea variatiei vitezei A¥ = ¢(t + dt) — ¥(t) in intervalul de
timp dt.

Avand in vedere definitiile acceleratiei medii si ale acceleratiei instantanee,
(1.17) i (1.20), se poate exprima acceleratia medie gi sub forma:

S 3 a; \t; t+At

A 2 GiAL

Gp="0 = lim = = / adt. (1.20)
At At;—0 i At At

Se poate introduce, ca si in cazul vitezei, o interpretare grafici. Pentru a
determina variatia de viteza a mobilului, in conditiile in care acceleratia nu
este constanta, impartim intervalul de timp in subintervale pe care acceleratia
isi pastreaza valoarea constanta. Aria fiecarui dreptunghi cu inaltimea a si
latimea At; reprezintd chiar variatia de viteza mobilului in acest interval de
timp.

Sumand acum ariile tuturor dreptunghiurilor elementare, se obtine aria
de sub curba vitezei (analog cu situatia prezentatd in Fig.1.5).

t+At
Av = / adt = aria(ABCD). (1.21)
t

Ca urmare, variatia de viteza are semnificatia ariei de sub curba a = a(t),
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Figura 1.7: Pentru a determina variatia vitezei in intervalul de timp At, il divizam
in subintervale At; pe care acceleratia este practic constanta, a;. Variatia vitezei
in subintervalul ¢ este Av; = a;At;, adica aria unui dreptunghi.

a A
A
Av =aria(ABCD)
D
iC >
O t t+ At t

Figura 1.8: Sumarea dupa toate dreptunghiurile elementare determind aria de
sub curba acceleratiei
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in intervalul de timp finit considerat. Considerand momentul initial ¢ = 0, la
un moment final oarecare, relatia de mai sus se poate scrie, in cazul general:

t
F(t) = G + / a(t)dt, (1.22)

0
unde 7, reprezintii viteza initiald a corpului. In cazul particular, in care ac-
celeratia este constantd, iar migcarea - unidimensionald, relatia (1.22) devine:
v(t) = vy + at, (1.23)

iar (1.14):
s(t) = so + vot + 3at’. (1.24)

Dimensiunea gi unitatea de masura pentru acceleratie sunt, respectiv:

(1.25)
(a)g; = 1m - 572, (1.26)

1.4 Coordonate carteziene

In sistemul de coordonate carteziene, vectorul de pozitie al unui , P, este
descris prin coordonatele sale x, y, z, obtinute prin proiectia lui P pe cele trei
plane reciproc perpendiculare:

7 =7(z,y,2). (1.27)

Denumirea de coordonate carteziene vine de la numele lui René Descartes’.

"René Descartes (1595-1650), matematician, fizician si filosof francez, cunoscut si sub
numele sau latinizat — Cartesius. Dintre contibutiile sale cel mai importante in domeniul
cunoagterii, pot fi amintite introducerea sistemului de coordonate carteziene si a geometriei
analitice. Ca filosof, a marcat ruperea de scolastici, introducind principiile cunoasterii
rationale. In doui din cele mai importante cirti ale sale, Discurs asupra metodei (1637) si
Meditatii (1641), a incercat si extindd metodele cunoasterii matematice in toate domeniile
cunoagterii. Este autorul celebrei asertiuni Cogito, ergo sum (Cuget, deci ezist). O scurtd
biografie a lui R. Descartes poate fi gdsitd la adresa de web: http://www-gap.dcs.st-
and.ac.uk/ history/Mathematicians/Descartes.html.
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Figura 1.9: Sistemul de coordonate cartezian (Ozyz) si versorii (Z,7, 2)

In Fig.1.9, punctul P se giseste la intersectia a trei plane imaginare,
reciproc perpendiculare, x = 1,y = y1,2 = 2;. Fiecare dintre acestea sunt
paralele cu planele triedrului drept Oxyz. Vom atribui apoi fiecireia din
axele triedrului Oxyz cate un vector-unitate, orientat in sensul cregterii lui
x, y, si, respectiv, z. Acesti vectori-unitate, pe care noi ii vom nota cu
(2,9, 2)®, se numesc versori (Fig.1.9).

Deoarece orice vector poate fi exprimat ca o combinatie liniara de acesti
trei versori, ei formeaza baza sistemului. Baza sistemului respecta regula
burghiului drept, adica:

TXY=2. (1.28)

De exemplu, vectorul de pozitie se poate exprima prin relatia:
T= 2T+ yy+ 22 (1.29)

Vom gasi expresiile vitezei si acceleratiei, pornind de la expresia unei

8Uneori ei se noteazd cu 4,7 si k, sau é,,¢é, si é,
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Figura 1.10: Descompunerea vectorului deplasare Ar = 7, — 7, dupd cele trei
directii independente

deplasari elementare, A7

AT =7, =7 = (x2 —21) B+ (Y2 —y1) §+ (22 — 21) 2 = Ax- 2+ Ay-§+Az- 2.
(1.30)

Aceasta expresie se poate gasi pe cale geometrica, considerand cid orice
deplasare reala reprezinta suma a trei deplasari succesive independente, in
decursul cirora se modificd doar una din coordonate. Conform (Fig.1.10), se

observi ca:
AT = A7, + AT, + AT, (1.31)

unde A7, A7, A7, reprezinta deplasari "virtuale", efectuate pe directiile z,
y, si z. Trecand la limita timpilor de observatie foarte mici, At — 0, expresia

devine:
d=dx -z +dy-y+dz-2. (1.32)

Facand raportul dintre elementul de deplasare infinitezimala si intervalul de
timp corespunzator acesteia, se obtine expresia vitezei:

dr d$A+dyA+dzA Lh i 35 S w4 0.2 (1.33)
_— = —T —_— —Z =TT ZZ = VT ) VyZ2. .
dt ~ dt a? T 44 vy

U=
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Marimea vectorului viteza este:

v =/vZ + g+ 02 (1.34)

In mod similar se pocedeaza pentru acceleratie:

. dv dva_i_dvyA_i_dva

a = —=—3g+—~2 2
at — ar T a

= T+ YY+EL = a2+ ayy + a.z. (1.36)

= by + Oy + 0.2 (1.35)

Marimea vectorului acceleratie este:

a = /a3 + a2 + a2. (1.37)

Un volum elementar dV in coordonate carteziene poate fi scris ca un produs
de trei deplasiri infinitezimale reciproc perpendiculare (Fig.1.10):

AV =dz - dy - dz, (1.38)
iar un element de suprafata in coordonate carteziene va avea expresia:
dA, = dz - dy; dA, = dy - dz; dA, = dz - dx. (1.39)

Folosirea coordonatelor carteziene este preferata din motive de simplitate
matematicd. Aceasta se datoreaza si faptului ca, fiind mereu orientati de-a
lungul axelor triedrului drept, versorii Z, ¢ si Z raman constanti in orientare si,
ca urmare, derivatele lor in raport cu timpul sunt nule. In functie de simetria
migcarii gi de datele concrete ale problemei de studiat, putem recurge si la
alte tipuri de sisteme de coordonate. Dintre acestea, in cele ce urmeaza, ne
vom referi la coordonatele legate de mobilul in miscare.

1.5 Coordonate polare plane

Variabilele care descriu pozitia mobilului in sistemul de coordonate polare
plane sunt distanta pana la origine, notata p si unghiul ¢, masurat in raport
cu o axd de referinta arbitrar aleasi (in cazul nostru Oz - Fig.1.11).

Legatura dintre coordonatele polare plane si cele carteziene se exprima
sub forma:

r = pCosy; (1.40)
= psine.



16 CAPITOLUL 1. CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL

Y A

Q>

Q>

Sy

0
0 \ >

=

Figura 1.11: Sistemul de coordonate polare plane

Versorii sistemului de coordonate polare plane sunt ¢, si é,.
Sa consideram, in cele ce urmeaza, o deplasare infinitezimala a mobilului
din punctul P; in punctul P, (Fig.1.12). Vectorul deplasare corespunzitor

—
intervalului de timp dt este notat in cu dr = OP, — OP,;. Aceastd deplasare
infinitezimala reala dr poate fi considerata ca o rezultanta unei succesiuni de
deplasari virtuale dupa doua directii perpendiculare, dr, si dr,, in decursul
carora variaza, pe rand, doar una dintre coordonate. Ca urmare, vectorul
deplasare infinitezimala poate fi scris sub forma:

dr = dﬁo + dfp, (1.41)
in care:

e di, (p constant, ¢—variabil) reprezinta o deplasare infinitezimala de
unghi dy, pe un arc de cerc de raza p;

e di", (¢ constant, p—variabil) reprezinta o deplasare infinitezimala de-a
lungul lui p(t + At) (translatie de lungime dp).

Ca urmare, tinand cont de versorii directiilor de deplasare, se obtine:
dr' = pdypé, + dpé,,. (1.42)

Prin impartirea la intervalul de timp infinitezimal, dt, se obtine:

a7 de dp. .. . . .
T = P Ce 80 = PPy pEy = Uply + Upéy. (1.43)

S-au obtinut doud componente ale vitezei:

U=
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Figura 1.12: Vectorului deplasare infinitezimala di” se obtine, aplicind regula
triunghiului, ca o sumi de deplasiri infinitezimale, in care variazd mai intai ¢,

apoi p.

e o componenta azimutala, v,, determinata de variatia vectorului de poz-
itie doar ca orientare;

e 0 componenta radiala, v,, determinata de variatia vectorului de pozitie
doar ca marime.

vy = PP, (1.44)
v, = p. (1.45)

Un element de suprafatd (o suprafatd infinitezimald) are, in coordonate
polare plane, (Fig.1.13) expresia:

dA = dp - pde. (1.46)

1.5.1 Viteza unghiulard

Variatia in unitatea de timp a unghiului descris de vectorul de pozitie
reprezinta o noua marime fizica, numita viteza unghiulara. Viteza unghiulara
instantanee este limita acestui raport atunci cand intervalul de timp tinde

catre zero.
. Ay dy
w= lim — = —

— 1.4
At—=0 At dt ( 7)
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y A e §
~~~~~~ dp ., dd
pdq? |
do P
0 :

Figura 1.13: Un element de suprafati in coordonate polare plane.

Se poate defini viteza unghiularad ca ”spatiul unghiular” (prescurtat —
unghiul) parcurs de mobil in unitatea de timp. Viteza unghiulara este aso-
ciatd intotdeauna migcarii de rotatie. Directia vectorului viteza unghiulara
este perpendiculara pe planul de rotatie a mobilului, iar sensul este dat de
regula burghiului drept sau a miinii drepte (Fig.1.14):

Daca asezam degetele impreunate in sensul de rotatie, atunci, degetul
mare orientat de-a lungul axei de rotatie indica sensul vitezei unghiulare.

Viteza tangentiald intr-o migcarea circulara este legata de viteza unghiu-
lara prin relatia:

V=W XT. (1.48)

Dacéa proiectam vectorul & pe axele unui sistem de referintd cartezian,
atunci:

0= Wy + wyl + w,2, (1.49)

unde w;, wy, w, sunt componentele corespunzatoare pe axele Oz, Oy si Oz.
Folosind exprimarea sub forma unui determinant a produsului vectorial,
ecuatia (1.48) se poate scrie sub forma:

A ~ ~

gz
T = |w, wy w, (1.50)
r oy =z

= (wyz — wY) T+ (W — wy2) § + (wpy — wy) 2. (1.51)
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F(t+dt)

O

Figura 1.14: Reprezentarea vectorului vitezd unghiulara.

Deoarece vectorul de pozitie poate fi scris ca o matrice cu o singura linie,

X
=y |, (1.52)
z

conform regulilor de inmultire matriceald, vectorul ¢ poate fi exprimat ca
rezultatul inmultirii a doua matrice:

0 —w., wy T 3
= —w, 0 —w, y | =Qr. (1.53)
Wy Wy 0 z

Ca urmare, viteza unghiulara constituie un tensor. Acesta se caracter-
izeaza printr-o matrice cu trei linii si trei coloane:

- 0 —w, wy
0= —w, 0 —w, ) (1.54)
Wy Wy 0

Spre deosebire de vitezi gi acceleratie care sunt vectori polari (au punctul
de aplicatie in punctul material), viteza unghiulara este un vector azial. Un
vector axial nu are punctul de aplicatie fixat intr-un punct ci poate ” aluneca”
liber de-a lungul unei axe (perpendiculara pe traiectorie). Vectorii axiali, spre
deosebire de cei polari, nu isi schimba sensul la operatia de oglindire (atunci
cind x — —z, y — —y, 2 — —2). In cazul lor, regula burghiului drept
devine requla burghiului sting adicd & xy = —2 (vezi Fig.1.15).
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Figura 1.15: Ilustrarea operatiei de oglindire.

1.6 Aplicatii
1. Vectorul de pozitie al unui punct material este dat de legea de migcare:

7 = 5(cos 3t)Z + 4(sin 3t)y

unde (r) este masurat in metri iar timpul ¢ in secunde. Determinati:
a). viteza gi acceleratia particulei la momentul ¢t = 10s de la inceperea
migcarii;

b). traiectoria pe care se migca punctul material.

Rezolvare:

a). Legea vitezei punctului material se determina din relatia de definitje:

dr  d
7 o= dlt” = (5 cos 3t + dsin3t7)
= —15(sin3t) z + 12(cos 3t)y

Marimea vectorului viteza este:

7] = /(15sin3t)2 + (12 cos 3t)?
— 3y/(—9cos? 3t + 25)

La momentul ¢ = 10s viteza este:

v(1) = 3v/(—9 cos? 30 + 25) = 14.936m/s
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Pentru acceleratie se procedeaza in mod similar:

dv  d
i = dit’ = - (~15sin 34 + 12 cos 31§)
= —45(cos3t)z — 36 (sin3t) y

Marimea vectorului acceleratie este:

@ = \/(—45cos3t)? + (—36sin 3t)2
= 9y/(9cos? 3t + 16)

La momentul ¢ = 10s acceleratia este:

a(1) = 9v/(9 cos? 30 + 25) = 45.192m /s

b). Ecuatia traiectoriei de gsegte prin eliminarea timpului din ecuatiile
cinematice ale migcarii:

5cos 3t
= 4sin 3t

Folosind relatia fundamentalad din trigonometrie:

sin?3t + cos?3t =1

se obtine:
2 2
v
4 25

Aceasta reprezinta ecuatia unei elipse cu semiaxele de 4 si respectiv bm.

2. Un punct material se deplaseaza cu viteza constanta v pe o elice definita
de ecuatiile parametrice:

r = Hcos2t
= Hsin2t

z = vt
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unde distantele (z,y, z) sunt masurate in metri iar timpul ¢ in secunde.
Determinati acceleratia particulei in functie de timp.

Rezolvare:

Conform definitieie, acceleratia este:

a =TT+ 4§y + 22

unde:
dr d
po= = S (_10sin2t) = —20cos 2
z o dt( 0sin 2t) 0 cos 2t
&y d
i = L= 2 (10cos2t) = —20sin2
i o dt( 0 cos 2t) 0sin 2t
. dz d
e a s aWy

Vectorul acceleratie este:

ad = —20cos 2tz — 20sin 2ty

iar marimea acceleratiei depinde de timp dupa legea:

|d@| = /(=20 cos 2t)2 + (—20sin 2t)2 = 20m /s>

. Se gtie ca viteza unui punct material variaza in timp dupa legea:

U(t) = 1.56%% + 1.8t + t*2(m/s)

unde t este masurat in secunde. Determinati:

a). deplasarea punctului material intre moentele de timp t; = 1ssi
ty = 38,

b). mirimea si orientarea acceleratiei (cosinusii directori ai unghiurilor
a, 3,y dintre vectorul acceleratie si axele de coordonate) la momentul
de timp t5 = 3s.

Rezolvare:

a). Variatia vectorului de pozitie in intervalul de timp considerat:

At =ty — 1
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este:
AT_": F(tg) - F(tl) - 7?2 - _'1

Din definitia vitezei se observa ca:

dF = wdt

171 t1

/ di = / Fdt

T t2
3

P = /(1.5#:@- + 1.8t + £°2)dt
1
— 13.0% + 7.2 + 20.02

Marimea acestei deplasari este:

|AF] = V13.02 +7.22 +20.0% = 24.917m

b). Vectorul acceleratie este:

v d
i = — = -(15°% + 1.8t + 172 =
a 7 dt( T+ 1.8ty +t°2
= 3.0t& +1.8) + 3t°2

lar marimea:

alt = 2)=1/(3.0 x 2)2+ (1.8)2 + (3.0 x 4)°

= 13.537m/s*
a; 3.0x2
S — 0. 4432
cosa o 13537 443
@y 1.8
_ My — 0.1329
cos 3 o 13.537
a, 3.0x4
cos o 13.537

Evident ca trebuie sa se verifice relatia:

cos® o+ cos? B+ cos?y = 1
0.4432% +0.1329% 4+ 0.8864% = 0.9998



